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Abstract 

Within the framework of the three dimensional boundary layer, the developed turbulent flow re-
gion of the incompressible liquid is modeled under the influence of the longitudinal unfavorable 
(positive) pressure gradient in the diffuser. For turbulent flow mode Navier – Stokes equations 
averaged by Reynolds in the boundary layer approximation are closed using the differential tur-
bulence model based on the turbulent viscosity introduction and the Kolmogorov − Prandtl hy-
potheses. Correlation dependencies used for numerical modelling are found for the initial exper-
imental data using the nonlinear least squares method. Calculated and experimental velocity 
profiles are compared in the region near separation. Based on the numerical solutions of turbu-
lent boundary layer equations, the mechanisms of flows interaction are studied under the trans-
verse pressure gradients in the incompressible liquid. 

Key words: wall flow, threedimensional boundary layer, turbulence, differential turbulence 
model, incompressible fluid, pressure gradients, diffuser. 
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Аннотация 

В рамках трехмерного пограничного слоя моделируется область развитого турбулентного 
течения несжимаемой жидкости в условиях воздействия продольного неблагоприятного 
(положительного) градиента давления (далее НГД) в диффузоре. Для турбулентного ре-
жима течения осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье – Стокса в приближении по-
граничного слоя замыкаются с использованием дифференциальной модели турбулентно-
сти, основанной на введении турбулентной вязкости и гипотез Колмогорова – Прандтля. 
Нелинейным методом наименьших квадратов (НМНК) для начальных данных экспери-
мента найдены корреляционные зависимости, которые были использованы далее при 
численном моделировании. Проведено сравнение расчетных и экспериментальных про-
филей скорости в области близкой к отрыву. На основе численных решений уравнений 
турбулентного пограничного слоя изучаются механизмы взаимодействия потоков при 
наличии поперечных градиентов давления в несжимаемой жидкости.  

Ключевые слова: пристенное течение, пространственный пограничный слой, турбулент-
ность, дифференциальная модель турбулентности, несжимаемая жидкость, градиенты 
давления, диффузор 

1. Введение 

В настоящем исследовании рассматриваются вопросы, связанные с обоснованием при-
менимости используемой ранее двухпараметрической k модели турбулентности для реше-
ния задач гидромеханики. Модель Myong  Kasagi [1], учитывающая малые числа Рейнольд-
са вблизи стенки, успешно применялась в [2] при исследовании влияния параметров турбу-
лентности набегающего потока (степени турбулентности Tu  и масштаба L ) на ламинар-
нотурбулентный переход для течения над плоской пластиной при большой степени интен-
сивности турбулентности. В подтверждении обоснованности и, следовательно, надежности 
подобного подхода лежат проводимые сопоставления получаемых численных результатов с 
экспериментальными данными по динамическим характеристикам пограничного слоя в кри-
волинейных каналах с градиентами давления, где возникают участки ускоренных и затормо-
женных течений с ненулевыми градиентами давления.  

При моделирования турбулентности использовался модифицированный вариант диф-
ференциальной k   модели [1] для низких чисел Рейнольдса при исследовании характери-
стик течения, апробированный в [2, 3], который позволил непрерывно рассчитывать всю об-
ласть течения от ламинарного до турбулентного режима. Некоторые детали и особенности 
модифицированных k   групп моделей даны в обзоре на эту тему [4]. Эта модель с успе-
хом применялась, как обеспечивающая наилучшее согласование с экспериментальными 
данными, для моделирования течения в трубе [5]. По словам авторов, она хорошо описы-
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вает распределение осевой скорости в трубе и распределение кинетической энергии тур-
булентности в ядре потока, но дает несколько заниженные значения энергии турбулент-
ности в пристенной области. Модель k   MyongKasagi использовалась для анализа пе-
реходного колебательного пограничного слоя [6]. Данная нелинейная k   модель широко 
применяется в технологических задачах [7, 8]. 

Пространственные пограничные слои могут учитывать переменность градиентов дав-
ления как в продольном, так и в поперечном направлениях в зависимости от вида исследуе-
мого течения и наличия данных экспериментов, с которыми возможно провести сопоставле-
ние полученных расчетных результатов. Причем представленные там методы задания гео-
метрий сложных тел показывают возможность их использования для исследования широкого 
ряда трехмерных течений в пограничных слоях.  

2. Постановка задачи 

Условная схема течения воспроизводится из эксперимента [9, 10] и приведена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема течения в диффузоре и система координат 

Система уравнений для осредненных характеристик трехмерного квазистационарного 
пограничного слоя в потоке несжимаемой жидкости относительно системы координат 

, ,   , связанной с плоской стенкой диффузора, представляется в виде [11, 12, 13] 
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 (1) 

Здесь и далее обозначения совпадают с общепринятыми: уравнение неразрывности и два 
уравнения импульсов в проекции на оси ,  ;   – ориентированное по основному течению 
направление,    поперечное направление, и   является нормальным направлением к стен-
ке;    коэффициент полной (эффективной) вязкости. Соответствующие компоненты ско-
рости продольная, трансверсальная и нормальная будут , ,u w v ; p – среднее статическое дав-
ление; ρ – плотность жидкости;   – кинематический коэффициент молекулярной вязкости 
жидкости. Система (1) записана с учетом обычных предположений теории пограничного 
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слоя и в пренебрежении членами с нормальными напряжениями Рейнольдса. Статическое 
давление p считается функцией координат вдоль поверхности   и  . 

Осредненные квазистационарные уравнения пространственного пограничного слоя для 
несжимаемой жидкости при развитом турбулентном режиме течения могут замыкаться с ис-
пользованием дифференциальных моделей для характеристик турбулентности, основанных 
на применении различных гипотез и предположений. Используемый здесь подход основыва-
ется на введении турбулентной вязкости и применении гипотез Колмогорова  Прандтля 
[1416]. Влияние вязкости на турбулентные пульсации в пристеночной области развитого 
турбулентного пограничного слоя и при малых локальных числах Рейнольдса и переходе в 
низкорейнольдсовых вариантах таких моделей учитывается введением соответствующих 
демпфирующих функций в коэффициенты уравнений переноса. Уравнения модели k   мо-
дифицируются авторами таким образом, чтобы они были справедливы как в области боль-
ших чисел Рейнольдса вдали от твёрдых поверхностей, так и в низкорейнольдсовой присте-
ночной зоне. Модель турбулентности такой сложности впервые использована в [17]. Сравне-
ние различных модификаций k  модели, учитывающих сжимаемость и численные расчеты, 
например, проведены в работе [18]. 

Введение динамического коэффициента турбулентной (вихревой) вязкости t с приме-
нением гипотезы Буссинеска о градиентном механизме переноса уже двух турбулентных 
напряжений Рейнольдса по направлениям ,   для  u   v  и  w   v  

 1 2,t t t t
u w

u w     
 
         
 

v v  

дает возможность представить полные (эффективные) напряжения трения по координатам 
вдоль поверхности  ,  ) аналогично [14–16] 

 1 2,
u u w w

u w       
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           
   
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Здесь и далее нижний индекс t отмечает турбулентный режим; угловые скобки  знак 
осреднения по Рейнольдсу, штрих сверху обозначает флуктуационные (пульсационные) ве-
личины. 

Введен полный динамический коэффициент вязкости   

 t       

Граничные условия задаются на поверхности и внешней границе пограничного слоя 
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: ,e e

u w
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
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v
  

Далее нижние индексы {}e и {}w относятся к значениям на внешней границе погранич-
ного слоя и стенке. 

Распределения продольной и поперечной составляющих скорости  ,eu    и  ,ew    
предполагаются известными из решения соответствующих уравнений гидродинамики или из 
экспериментальных данных. В расчетах продольная составляющая скорости  ,eu    задает-
ся по результатам измерений и аппроксимируется дробнорациональной функцией. Следует 
заметить, что рассматривается трехмерное течение с ненулевой поперечной компонентой 
скорости 0w  , при этом учитывается зависимость функций от поперечной координаты  . 
Поперечная скорость ew  задается в самом общем виде формулой  ,ew   

Начальные условия по продольной координате для профилей скорости u  и w  задаются 
в некоторой области, например, при 0    

        0 00 0 00, , ,u u w w         
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3. Моделирование турбулентности 

Для замыкания системы уравнений (1) используется двухпараметрическая k   мо-
дель, для которой параметры турбулентности в набегающем потоке определяются интенсив-

ностью турбулентности    2 4 2Tu 10 2 3k V     (в %)Здесь кинетическая энергия турбу-

лентности 0.5 i ik u u  , полная скорость диссипации энергии турбулентности 

 20.5k i j j iu x u x D              2
i ju x      – ее изотропная часть) в тензорной 

записи 1 2 3 1 2 3, , , , ,u u u w u x x x       v . 
Влияние вязкости на турбулентные пульсации при малых локальных числах Рейнольд-

са вблизи стенки развитого турбулентного пограничного слоя в разных k   моделях учи-
тывается путем введения демпфирующих функций в коэффициенты уравнений модели. 
Уравнения для кинетической энергии турбулентности k  и изотропной части скорости ее 
диссипации   трехмерного пограничного слоя в системе координат , ,    имеют вид [16] 

 ,k k k
k k k k

u w P 
    
               

v , (2) 

 ,u w P D  
   
    
               

v  (3) 

Здесь в уравнениях (2)‒(3) введены кинематические коэффициенты полных (эффектив-
ных) вязкостей , ,,k    , числа Прандтля ,k    для k и   соответственно 

 , ,,t t
k

k




    
        

В уравнения переноса для применяемого варианта модели [1] введены члены ,kP P  
которые описывают процессы генерации в уравнениях для k и скорости изотропной части 
диссипации   в явной форме. Кроме того, соответственно в уравнения для k  и   входит 
член со скоростью диссипации k  и слагаемое D . Дополнительные слагаемые ,D E  (4) в 
уравнениях (2)‒(3) низкорейнольдсовых k   моделях турбулентности выражают влияние 
вязкости на диссипативные эффекты вблизи стенки и в областях с малыми локальными чис-
лами Рейнольдса. 

 11

2

1 2 2 2, , ,k
k t t k

Pu w
P D P C f D c f E

k k   
    
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 (4) 

Кинематический коэффициент турбулентной вязкости t  определяется по второй фор-
муле Колмогорова  Прандтля с демпфирующей функцией f  

 
2

t
k

c f 


  (5) 

Демпфирующая функция f  служит для уточнения величины t  в формуле (5) около 
твердой поверхности. Отметим, что модель Myong  Kasagi [1] записана для полной скорости 
диссипации k . 

Функции 1 2, ,f f f , соответственно, применяются в виде 

 11 2
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3.45
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e
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                         
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k
u





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 



    

Демпфирующие множители модели турбулентности [1] f , 1 2,f f  являются функциями 
от    и Ret . Функция f , введенная в соотношение (5), корректирует уравнение при при-
ближении к стенке. Известно [4, 19], что вблизи стенки 3u   v , 2k   и constw    
(при 0  ), то из этого следует (6), что в данной модели f  будет изменяться как 1  . То-
гда k   модель турбулентности [1] обеспечивает правильное асимптотическое поведение 
для 3u   v . 

Константы модели, определяемой формулами (4)‒(5), имеют следующие значения: 

    1 2, , , , 0.09;1.4;1.8;1.4;1.3kc C C        

На всей горизонтальной поверхности диффузора задаются граничные условия 

 
 

2

2
0 : 0, w
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На внешней границе пограничного слоя выполняются условия 

    : , , ,e ek k           

Функции    , , ,e ek       на внешней границе при заданных распределениях  ,eu    
и  ,ew    численно определяются из решения системы уравнений  
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На участке границы, через которую жидкость поступает в расчётную область, т.е. при 
0  , для скорости выставляются граничные условия  0u u  , 0 0w  . Аналогично для 

кинетической энергии турбулентности  0k k   и скорости диссипации  0   . Профи-
ли скорости  0u  , кинетической энергии турбулентности  0k   (k рассчитывалась по ре-
зультатам измерений среднеквадратичных пульсаций 2u , 2w , 2v ) и скорости 
диссипации  0   в начальном сечении 0 1.04   м брались из данных эксперимента [10] в 
201 точках поперек слоя.  

В плоскости симметрии диффузора 0   м) скорость u , кинетическая энергия турбу-
лентности k , скорость диссипации ε  определяются из решения уравнений (1)–(3) при 

0w    и 0w  . 
Характеристики течений в трехмерном пограничном слое определяются численными 

методами расчета, основанными на неявной конечноразностной схеме второго порядка 
точности по всем координатам. Для системы уравнений неразрывности, движения и модели 
турбулентности с граничными условиями использовалась неявная разностная схема на семи-
точечный шаблоне, которая решалась численно методом прогонки с итерациями. Молекула 
разностной схемы с односторонней аппроксимацией по  и  приводится в работе [13]. В 
расчетах применялась неравномерная ортогональная сетка соответственно по декартовым 
координатам , , :150 100 250     . Данные методы позволяют получить численные решения 
исходных систем нелинейных уравнений и на их основе изучить свойства турбулентных ре-
жимов течения в каналах с градиентами давления.  
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4. Результаты численных расчетов  

Есть много реальных ситуаций с потоком (таких как на корпусах судна, крыльях само-
лета и тел вращения), где направленный по течению градиент давления становится все более 
и более неблагоприятным. В [9] систематизированы физические эксперименты, отобранные 
в качестве «эталонных» для исследования возможностей моделей турбулентности. В насто-
ящей работе численно исследовалось трехмерное течение несжимаемой жидкости в турбу-
лентном пограничном слое диффузора. В экспериментальных работах [9, 10] рассматрива-
лось безотрывное течение в пограничном слое, развивающемся на гладкой стенке диффузора 
под воздействием увеличивающегося неблагоприятного градиента давления  p  . Результа-
ты приводятся для плоскости симметрии диффузора. Параметры эксперимента: рабочая сек-
ция была шириной 1 м и высотой 0.36 м. Измерения приведены в диапазоне 1.04 3.04    м. 
В данном диапазоне эксперимента отрыва от стенок диффузора не происходит. Предполага-
ется, что турбулентный пограничный слой остается полностью присоединенным к обтекае-
мой поверхности, то есть поверхностное трение не достигает нулевого значения и не образу-
ется зоны вязкого отрыва. Число Рейнольдса вверх по течению в входном сечении было 

6Re 1.76 10   . Невязкий основной поток был однороден в 0.7   % и интенсивность тур-
булентности свободного потока была мала и составляла в эксперименте Tu 0.3   %. В рас-
четах влияние параметра Tu  не учитывалось. Турбулентность в набегающем потоке счита-
ется пренебрежимо малой.  

После обезразмеривания задача определяется параметрами набегающего потока: Re , 
,L V  . В качестве характерных параметров в расчетах и в эксперименте была взята длина 

1L   м (как в эксперименте), модуль скорости потока в бесконечности был определен та-
ким 20.2226 10V    м/с, число Рейнольдса Re V L    . Далее вводятся безразмерные 
величины (черта над величинами обозначает обезразмеривание по характерным параметрам) 
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Расчеты проводились в области: 1.04 4.0    м, 0 1.0    м, 0 0.75    м. 

4.1. Анализ экспериментальных данных 

Численно получено с помощью алгоритма Левенберга–Марквардта для нелинейного 
метода наименьших квадратов, что следующая дробно–рациональная аппроксимация иде-
ально описывает экспериментальные данные (скорость на внешней границе пограничного 
слоя eu ), полученные в 101 точке в плоскости симметрии диффузора при 0   м (показано 
на рис. 2) 
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 5 7
5

60.0139 0.0002, 8.492, 1 10a a a       (6) 

В численных расчетах вместо методов интерполяции и экстраполяции данных [10] 
применялись корреляционные зависимости (так формула (6) для  eu  ), что позволяло с 
высокой точностью описывать результаты эксперимента. Хорошее совпадение подтверждает 
достоверность используемого НМНК метода. 
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Компонента поперечной скорости ew  в расчетах определялась линейным законом по 
формуле    0.01ew V L     .  

 

Рис. 2. Продольное распределение безразмерной внеш-
ней скорости  eu   при 0   м, 1  эксперименталь-
ные данные, 2  аппроксимация по формуле (6) 

Начальный профиль средней скорости  0u   приводится в эксперименте [10] при 
1.04   м и 0   м. Продольный профиль скорости в переменных закона стенки  0u    и 

безразмерный профиль осредненной скорости 0 eu u  пограничного слоя от физической нор-
мированной координаты   представлены на рис. 3, а. Данные натурного эксперимента для 
графиков на рис. 3, а были пересчитаны к безразмерному виду. Здесь же дается линейный 
закон u    кривая 3 и логарифмическая зависимость закона стенки кривая 4 (формула 
Клаузера для плоской пластины) 

  0  , 5.1ln , 2.5u a b a b      (7) 

Немногочисленные точки профиля начальной скорости (в области 20 10   ) пока-
зывают, что только образуется переход от ламинарного к турбулентному режиму течения. 
Видно, что логарифмическая зависимость (7) для  0u    всего лишь формируется и наблю-
дается на коротком участке примерно при 19.5 27.7    с другими коэффициентами в ана-
логичной формуле Клаузера (соответственно при логарифме коэффициент 3.69a   и сво-
бодный член 8.01b  ). Одна точка эксперимента попала в линейную область. 

Численно найдено, что зависимость  0 eu u   хорошо аппроксимируется следующим 

дробным рационалом половинного порядка для наилучшего приближения: 
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 4 5 6 70.3605 0.3969 0.0417, 0.042, , 9a a a a     (8) 

Начальные профили кинетической энергии турбулентности 0 ( )k   и скорости ее дисси-
пации 0 ( )   рассчитывались по следующим аналогичным эмпирическим зависимостям (мо-
дифицированной функцией Гаусса для 0k  и дробно–рациональной функцией половинного 
порядка для 0 ) 
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Результаты аппроксимаций в безразмерном виде величин  0k   и  0   представлены 
на рис. 3, б. Видно, что кривая 2, построенная по формуле (10), располагается на данных экс-
перимента 0 . Кривая 4 формула (9) на рис. 3б незначительно завышает значения 0k  в обла-
сти 1 15 10 5 10    . Отклонение аппроксимации (9) от точек эксперимента в указанной 
области объяснимо малым количеством точек вблизи стенки. В область 130 10    попа-
ли только две точки измерений. 

      

              а б 

Рис. 3. Начальный профиль средней скорости в сечении пограничного слоя при 
1.04   м, 0   м: (a)  u    в координатах закона стенки и безразмерный профиль 
 0 eu u  ; 1, 2 экспериментальные данные; 3  линейный закон; 4  закон Клаузера (7); 

кривая 5 соответствует формуле (8); (б) начальные профили кинетической энергии тур-
булентности  0k   и скорости ее диссипации  0   при 1.04   м, 0   м: 1, 3  экспе-
риментальные данные; кривая 2 соответствует формуле (9); кривая 4  (10) 

На рис. 4 приведена достаточно мелкая расчетная сетка около твердой поверхности об-
текаемого тела, где видно, что в области вязкого подслоя 0 5    находится по крайней 
мере 8 слоев точек сетки, не считая точку на самой стенке. В буферной зоне 5 30    уже 
оказалось 14 слоев. 

4.2. Профили средней скорости 

На рис. 56 представлены профили расчета 2 безразмерной скорости  u    в пере-
менных закона стенки в сечениях 2.10   м м м, 4.00 м и 0   м. 

На рис. 5, а (в первом сечении  2.10   м, 0   м)рассчитанный профиль 2 зависимо-
сти  u    лежит несколько ниже экспериментальных точек 1 и логарифмической кривой 
4, определенной по формуле Клаузера (7). На графиках во всех представленных сечениях 
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приводится линейный закон (линия 3). Вблизи стенки расчетные кривые полностью совпадают с 
линейным законом. 

Во втором сечении 2.26   м, 0   м (рис. 5, б) профиль 2 касается логарифмической 
кривой (9) и находится на экспериментальных точках 1.  

 

Рис. 4. Расчетная сетка вблизи стенки при моде-
лировании турбулентного пограничного слоя 

       

а      б 

Рис. 5. Профиль средней скорости  u    в координатах закона стенки в сечениях погра-
ничного слоя: (а) при 2.10   м, (б) при 2.26   м, 0   м; 1 экспериментальные дан-
ные; 2 − расчет, 3  линейный закон; 4  закон Клаузера (7) 

В сечении 3.04   м, 0   м рис. 6, а профиль 2 зависимости  u    стремится бли-
же к точкам 1 эксперимента, оставаясь несколько выше в средней части слоя, при этом рас-
полагаясь ниже логарифмической кривой 4 Клаузера. Видно, что градиент давления повлиял 
на профиль средней скорости  u    и закон логарифма Клаузера (7) (полученный для 
плоской пластины) в данном сечении будет с новыми коэффициентами: 1.91, 5.8a b  . На 
графике  u    логарифмический участок очень незначительный.  

В сечении 4.00   м, 0   м рис. 6, б расчетный профиль 2 в координатах закона стен-
ки сильно изгибается. Получено подтверждение проведенными расчетами, что профили 
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средней скорости в безразмерных координатах закона стенки существенно отклоняются от 
логарифмического распределения (7) в пограничных слоях с НГД. Так в экспериментальной 
работе Nagano [20] впервые показано, что средний профиль продольной скорости в логариф-
мической области смещается ниже классического закона логарифма в пограничных слоях с 
НГД. Аналогичный результат получили Spalart − Watmuff [21]. 

        

а б 

Рис. 6. Профиль средней скорости  u    в координатах закона стенки в сечениях погра-
ничного слоя: (а) при 3.04   м, (б) при 4.0   м, 0   м; 1  экспериментальные дан-
ные; 2  расчет, 3  линейный закон; 4  закон Клаузера (7) 

Из проведенных расчетов видно, что постепенно профиль средней скорости  u    
(кривая 2) становится очень изогнутым, дважды S–образным. Имеется явное вырождение 
ранее протяженного логарифмического участка (например, при 4.00   м, 0   м). Лога-
рифмический участок профиля скорости с новыми коэффициентами ( 1.8, 6.0a b  ) практи-
чески исчезает. 

4.2. Турбулентные величины 

На рис. 7 показаны профили кинетической энергии турбулентности  k   а) и скорости 
диссипации энергии турбулентности     б), рассчитанные в различных ξ − сечениях по-
граничного слоя при 0   м.  

Кинетическая энергия турбулентности k  из представленных расчетов имеет два ло-
кальных максимума в области 1.10   м. Происходит сложное перераспределение кинетиче-
ской энергии турбулентности в турбулентном пограничном слое. Первый максимум, кото-
рый ближе к стенке, уменьшается при смещении вниз по потоку и постепенно второй ло-
кальный максимум становится больше первого. Кинетическая энергия в расчетной области 
концентрируется при 1 23 10 10    . 

Видно, как диссипация   рис. 7, б изменяется под воздействием неблагоприятного гра-
диента давления. В начальном сечении отсутствует локальный максимум, расположенный 
вблизи стенки, что видно из графика рис. 3, б. Максимум измеренной величины диссипации ε 
находится на стенке. С ростом продольной координаты   в профиле скорости диссипации ε 
возникают два локальных максимума. Первый находится ближе к стенке, значение его по-
степенно уменьшается и сдвигается глубже в пограничный слой. Второй максимум суще-
ственно меньше первого, достигается в области выше над стенкой, он быстро пропадает при 
увеличении  . Его появление можно предугадать в начальном профиле     на рис. 3, б. 
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      7 

а б 

Рис. 7. Распределения поперек пограничного слоя в различных сечениях вниз по потоку 
( 0   м) при 1.10   м, 1.16 м, 1.44 м, 1.79 м, 2.10 м, 2.26 м, 2.40 м, 2.56 м, 2.87 м, 3.04 м, 
3.40 м, 3.50 м, 4.00 м: (a) кинетической энергии турбулентности ( )k  ; (б) скорости дис-
сипации     

На рис. 8, а демонстрируется рассчитанная вихревая вязкость  t   в различных сече-
ниях пограничного слоя. Видно, что кинематический коэффициент вихревой вязкости во 
внешней части турбулентного пограничного слоя имеет локальный максимум. Турбулентная 
вязкость во много раз больше молекулярной вязкости. Здесь напряжения, обусловленные 
молекулярной вязкостью, пренебрежимо малы по сравнению с рейнольдсовыми напряжени-
ями. Максимум вихревой вязкости увеличивается при смещении вниз по потоку и при этом 
сдвигается к внешней границе пограничного слоя. 

        

а б 

Рис. 8. Распределения поперек пограничного слоя в различных сечениях вниз по потоку 
( 0   м): (а) кинематического коэффициента вихревой вязкости t ; (б) сдвигового 
напряжения трения u v . Обозначения такие же как на рис. 7 

Рисунок 8, б показывает распределение турбулентного сдвигового напряжения трения 
u  v  в тех же сечениях пограничного слоя. Как видно из профиля напряжения трения 
u  v  имеется локальный максимум, который постепенно уменьшается и сдвигается к 

внешней границе турбулентного пограничного слоя при увеличении  . 
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Поведение рассчитанных величин  ek   и  e   на внешней границе пограничного 
слоя показано на рис. 9 в сечении 0   м. Кинетическая энергия турбулентности ek  с увели-
чением   убывает по закону рациональной дроби от логарифма согласно лучшей аппрокси-
мации по методу НМНК  

 

 
2 3 4

1 3 5 7 9
2 3 4

2 4 6 8

1 2 3 4

5 6 7

,
1.

1.3341, 34.4352, 293.4252, 1455.3586,

2968.2801, 12036.2303, 11965.4954,

e
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k
d f d f d f d f

d d d d

d d d


   
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    

  

  8 945592.0949, 5324.3252, lnd d f      (11)

 

Скорость убывания диссипации энергии турбулентности e  от  дается эмпирической 
зависимостью по следующей формуле: 

 
 

0.5 1.5
1 3 5 7

0.5 1.5 2
2 4 6 8

05
1 2 3 4

,
1.

6.8344 10 , 3.6825, 0.0001, 5.0850,

e
e e e e

e e e e

e e e e

   
   



  


   

      

  

 05 05
5 6 7 89.9313 10 , 3.1214, 2.0753 10 , 0.7189e e e e          (12) 

Результаты численных результатов расчеты величин ek  и e  из уравнений (7) в области 
течения представлены кружочками на рис. 9, а и рис. 9, б соответственно. Здесь же графиче-
ски показаны найденные аналитические зависимости по методу НМНК. 

         
а б 

Рис. 9. Распределения турбулентных величин на внешней границе пограничного слоя 
вниз по потоку ( 0   м): (a) кинетической энергии турбулентности ( )ek  , 1 − расчет, 
пунктирная линия 2 − соответствует формуле (11); (б) скорости диссипации

  e   3 − 
расчет, кривая 4 − зависимость (12) 

На рис. 10 показаны профили кинетической энергии турбулентности  k   а) и скоро-
сти диссипации энергии турбулентности     б), рассчитанные в тех же ξ сечениях погра-
ничного слоя при 1.0   м. Видно, что в сечении 1.0   м у кинетической энергии турбу-
лентности  k   (рис. 10, а) наблюдается только один локальный максимум при 1.10   м, в 
отличии от аналогичного профиля в плоскости 0   м. Далее поведение величины  k   
аналогично: максимум уменьшается и смещается к внешней границе слоя с увеличением ξ. 
Профили диссипации     ведут себя как на рис. 7, б. 
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а б 

Рис. 10. Распределения поперек пограничного слоя в различных сечениях вниз по потоку 
( 1.0  м): (a) кинетической энергии турбулентности  k  ; (б) скорости диссипации 
   . Обозначения такие же как на рис. 7 

5. Заключение 

Низкорейнольдсовая модель Myong − Kasagi [1] ранее успешно применялась в [2] при 
исследовании влияния параметров турбулентности набегающего потока (степени турбулент-
ности Tu   и масштаба L ) на ламинарно−турбулентный переход для течения над плоской 
пластиной при большой степени интенсивности турбулентности. Важное значение при этом 
для конечных результатов отводится изменениям характеристик турбулентности в присте-
ночной области пограничного слоя.  

В данной работе с использованием дифференциальной пристеночной k модели тур-
булентности проведен расчет течений в диффузоре, для которого получены эксперименталь-
ные данные [9, 10]. Достигнуто хорошее согласие результатов расчета с экспериментальны-
ми данными по профилям средней скорости, кинетической энергии турбулентности и скоро-
сти ее диссипации, что свидетельствует о пригодности используемой в расчетах модели тур-
булентности [1].  

С помощью алгоритма Левенберга – Марквардта для нелинейного метода наименьших 
квадратов получены аналитические зависимости основных величин. 

Найденные характерные свойства внутренней структуры пограничного слоя при разви-
том турбулентном режиме с продольным градиентом давления отражают закономерности 
изменений характеристик течения, установленные в эксперименте. Численно получено под-
тверждение ранее сделанных экспериментальных исследований [20, 21], что в течении с про-
дольным НГД профиль средней скорости отходит от классической логарифмической зависи-
мости Клаузера и описывается более сложной формулой. 
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