
Physical-Chemical Kinetics in Gas Dynamics 2025 V 26(6)        http://chemphys.edu.ru/issues/2025-26-6/articles/1208 

1 

Experimental Determination of the Turbulent 
Prandtl Number 

Yu. K. Rudenko, N. A. Vinnichenko, A. V. Pushtaev,  
Yu. Yu. Plaksina, A. V. Uvarov 

Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University,  
Moscow, 119991, Russia 

ykrudenko@gmail.com, nickvinn@yandex.ru, pushtaev@yandex.ru,  
yuplaksina@mail.ru, uvarov@phys.msu.ru 

Abstract 

Description of the heat transfer processes in physical-chemical gas dynamics using RANS 
(Reynolds-averaged Navier–Stokes) turbulence models requires determination of the turbulent 
thermal conductivity coefficient. For historical reasons, the turbulence models yield the turbu-
lent viscosity distribution, from which the turbulent thermal conductivity is determined using 
the turbulent Prandtl number (TPN). However, TPN can depend on the problem parameters and 
may vary within the flow. Applicability of the models, proposed to predict the TPN spatial var-
iations, is limited to specific flows. For example, the Kays-Crawford model describes the in-
crease of the TPN in the boundary layer near a solid wall. To validate and to improve the models 
experimental tests are required. In the present study the experiment, performed for an impinging 
hot gas jet, is considered. The mean temperature field, measured using background oriented 
schlieren (BOS), contains information concerning the turbulent thermal conductivity coefficient. 
The experiment also includes sparse measurements of velocity using a hot wire anemometer. 
The physics-informed neural network (PINN) combines experimental data with equations in 
order to reconstruct the fields of fluid-dynamic quantities, including the turbulent viscosity and 
turbulent thermal conductivity. The conventional assumption of constant TPN is shown to be 
valid near the jet axis, but at the edge its value is decreased. The obtained distributions of TPN 
are compared with results of earlier studies, both experimental and numerical, using large eddy 
simulations (LES). The proposed technique promotes the studies of various flows, for which the 
temperature or concentration (for the turbulent Schmidt number determination) field can be 
measured, including the chemically reacting flows. 

Keywords: turbulent Prandtl number, background oriented schlieren, data assimilation, physics-
informed neural network. 

 

Fields of temperature perturbation (T-T0), radial velocity (Vr), axial velocity (Vz), pressure 
perturbation (p), viscosity ratio (h/h0), thermal conductivity ratio (l/l0), TPN (Prt), recon-
structed with PINN data assimilation using BOS measurements 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2025 Т.26(6)     http://chemphys.edu.ru/issues/2025-26-6/articles/1208/ 

2 

УДК  532.5 

Экспериментальное определение  
турбулентного числа Прандтля 

Ю. К. Руденко, Н. А. Винниченко, А. В. Пуштаев,  
Ю. Ю. Плаксина, А. В. Уваров 

Физический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова,  
Россия, Москва, 119991, Ленинские горы, дом 1, строение 2 

ykrudenko@gmail.com, nickvinn@yandex.ru, pushtaev@yandex.ru,  
yuplaksina@mail.ru, uvarov@phys.msu.ru 

Аннотация 

Описание процессов теплообмена в физико-химической газодинамике в рамках RANS 
(Reynolds-averaged Navier–Stokes) моделей турбулентности требует определения коэффи-
циента турбулентной теплопроводности. Исторически сложилось так, что модели турбу-
лентности позволяют найти распределение турбулентной вязкости, а турбулентная теп-
лопроводность определяется из нее с помощью турбулентного числа Прандтля (ТЧП). 
Однако ТЧП может зависеть от параметров задачи и варьироваться в пределах области 
течения. Область применения моделей, предложенных для расчета пространственных из-
менений ТЧП, ограничена конкретными течениями. Например, модель Кейса-Кроуфорда 
описывает рост ТЧП в пограничном слое вблизи твердой стенки. Для подтверждения и 
совершенствования моделей необходима их экспериментальная проверка. В данной ра-
боте рассматривается эксперимент, выполненный для импактной струи нагретого газа. 
Среднее поле температуры, измеренное с помощью теневого фонового метода (ТФМ), 
содержит информацию о турбулентном коэффициенте теплопроводности. В экспери-
менте также проводятся измерения скорости в отдельных точках с помощью термоане-
мометра. Физически-информированная нейросеть (PINN) сопоставляет эксперименталь-
ные данные с уравнениями для восстановления полей гидродинамических величин, в том 
числе турбулентной вязкости и турбулентной теплопроводности. Показано, что в центре 
струи можно использовать стандартное условие постоянного ТЧП, но к периферии оно 
снижается. Проведено сравнение полученных распределений ТЧП с известными иссле-
дованиями, как экспериментальными, так и численными с использованием метода круп-
ных вихрей (LES). Предложенный метод расширяет возможности исследований для раз-
личных течений, в которых можно измерить поле температуры или поле концентрации 
(для определения турбулентного числа Шмидта), в том числе течений химически реаги-
рующих сред. 

Ключевые слова: турбулентное число Прандтля, теневой фоновый метод, ассимиляция 
данных, физически-информированная нейросеть. 

1. Введение 

Моделирование с применением турбулентного числа Прандтля играет важную роль в 
задачах физико-химической газодинамики, инженерных расчётах теплообмена и в инженер-
ной геофизике. Большинство расчетных пакетов программ основаны на применении таких 
алгоритмов. В то же время, неверное определение турбулентного числа Прандтля приводит 
к существенным ошибкам в расчетах. Эта проблема активно обсуждается для ракетных дви-
гателей [1–3], систем охлаждения с использованием жидких металлов [4, 5] и смеси He-Xe 
[6], в геофизических задачах [7], для струйных течений [8–12] и для ряда других приложений 
[13, 14, 15]. Интересен пример со сверхзвуковыми течениями, где вариация турбулентного 
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числа Прандтля приводит к изменению полей скорости звука и меняет положение ударного 
фронта [16]. Расчеты неизотермических турбулентных течений, основанные на уравнениях 
RANS, включают в себя алгебраические или дифференциальные модели турбулентности. В 
моделях турбулентности первого порядка чаще всего турбулентная теплопроводность и тур-
булентная вязкость связаны через постоянное турбулентное число Прандтля, величина кото-
рого вводится в расчетных пакетах программ (ANSYS, Comsol, OpenFoam, Star CCM+ и др). 
Такой способ определения ТЧП может привести к несогласию с экспериментальными дан-
ными [16]. Расчеты с использованием трехпараметрической RANS-модели турбулентности, 
дополненной уравнением переноса для турбулентного потока тепла, показывают расхожде-
ния чисел Нуссельта до 15 % при выборе различных величин постоянного ТЧП в погранич-
ном слое на пластине [15]. По этой причине дополнительные экспериментальные методики 
представляют интерес. Экспериментальные проверки развиваются, например, для определе-
ния коэффициентов турбулентной вязкости методом PIV (см, например, [17, 18]). Процедура 
восстановления поля турбулентной вязкости весьма сложна и требует больших усилий как с 
точки зрения эксперимента, так и с точки зрения теории. В то же время, экспериментальные 
измерения с помощью теневого фонового метода (ТФМ) или других количественных рефрак-
ционных методов позволяют получить усредненное поле плотности, температуры или кон-
центрации. Как правило, при наличии неоднородности предполагается, что использование 
рефракционных методов ограничено из-за усреднения результата вдоль пути луча. Однако 
полученное поле температуры позволяет восстановить распределение турбулентной тепло-
проводности. Аналогично можно восстановить поле турбулентного коэффициента диффузии 
из среднего распределения концентрации в многокомпонентной среде, также измеренного 
ТФМ или другим рефракционным методом. Другим важным источником информации о ТЧП 
оказывается численное моделирование. Конечно, прямое применение RANS-моделей не поз-
воляет получить какую-то дополнительную информацию. В них турбулентное число Пранд-
тля должно быть задано либо как константа (что делается чаще всего), либо какой-то аппрок-
симационной формулой в зависимости от параметров подобия, например, числа Пекле (см, 
например, обзор [4])). В то же время, расчеты DNS и LES могут дать информацию о турбу-
лентном числе Прандтля [19–24]. 

Рекомендации по определению ТЧП основаны на нескольких алгоритмах и, вообще го-
воря, зависят от молекулярного числа Прандтля. В работе [25] было перечислено более 30 
моделей определения турбулентных чисел Прандтля и Шмидта и эти модели были разбиты 
на 7 групп. В более позднем обзоре [26] приводится уже видоизмененная классификация, а в 
недавнем обзоре [7], выполненном как продолжение обзора [26] применительно к физике ат-
мосферы, эти изменения еще более существенны. Такая ситуация понятна и связана с быст-
рым развитием численных методов, в том числе тех, которые не используют модель RANS 
(прежде всего, DNS и LES) и позволяют получить ТЧП напрямую. В то же время, традици-
онные инженерные методики, существенно упрощающие поиск решения, продолжают ак-
тивно развиваться как в инженерной теплофизике [27], так и в инженерной геофизике [7]. 
Анализ литературы указывает на отсутствие единой модели для определения ТЧП для раз-
личных геометрий течения. В частности, в рассматриваемой геометрии струи в работе [10] 
экспериментальные измерения локальных параметров привели к выводам об изменении 
числа Прандтля как по высоте струи, так и по радиусу. Эти изменения связаны с существо-
ванием некоторого провала числа Прандтля вблизи оси и его резким уменьшением на краях 
струи. В работе [11] из численных расчетов методом LES также было продемонстрировано 
резкое падение числа Прандтля на краях струи.  

Существующие методы определения ТЧП нужно рассматривать применительно к кон-
кретным задачам. В большом количестве исследований описывается турбулентный погра-
ничный слой, особенно в ситуации, когда можно отделить решение гидродинамической за-
дачи от тепловой. Для теплового погранслоя есть и многочисленные теории, и эксперимен-
тальные данные по распределению температуры (см, например [26, 28]). В погранслое 
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возможны ТФМ-измерения поля температур, но методика ТФМ позволяет существенно рас-
ширить круг задач и существенно упростить исследования – вместо большого количества тер-
мопар, искажающих структуру течения, можно получить все поле температур с помощью бес-
контактного измерения, но по одной координате это распределение будет усреднено.  

Гидродинамические струи также являются предметом активного изучения. С точки зре-
ния рефракционных методов, изменение показателя преломления происходит как за счет из-
менения температуры, так и за счет изменения концентрации компонент. По этой причине 
часто рассматриваются холодные струи с впрыском гелия или водорода [29, 30]. Исследова-
ние температурных полей и полей скорости в струях на первых этапах происходило с помо-
щью контактных методов (см, например, [31]), но, конечно, в последние годы основное вни-
мание уделяется методу PIV и рефракционным методам измерения температуры и 
концентрации. Анализ полученных решений также основывался на сравнении с упрощен-
ными аналитическими моделями. В настоящее время основное внимание уделяется числен-
ным методам решения, хотя сравнения с аналитикой полезны для проверки результатов. 

Теоретические работы, связанные с усреднением уравнения энергии по аналогии с 
уравнениями движения в задаче Рейнольдса (см, например, [26, 32]), имеют важное значение, 
потому что в итоге в численных моделях оцениваются именно нелинейные члены, которые 
не позволяют замкнуть усредненную систему уравнений [9]. Если говорить о перспективах, 
то именно усреднение уравнений энергии и может привести к созданию моделей с дополни-
тельными уравнениями для определения турбулентной теплопроводности в каждой точке, по 
аналогии с коэффициентом турбулентной вязкости. Прямое численное моделирование DNS 
стало применяться для данной задачи довольно давно (см, например [21]) и в этих работах 
проводится сравнение с имеющимися аналитическими решениями как для ламинарной, так 
и для турбулентной струи [32]. В настоящее время такой подход развивается [19, 20, 22, 33], 
так как позволяет понять точность численных методов, но его применение ограничено по 
величине числа Рейнольдса. Применение методов LES [20, 23, 24] позволяет существенно 
продвинуться в область более высоких значений числа Рейнольдса и провести сравнение с 
методами RANS. Несмотря на утверждение, что LES дает лучшее согласие с экспериментом 
[23], следует понимать, что при грамотном использовании DNS при малых числах Рейноль-
дса решения не будут отличаться (см, например, [20]). Для струй чаще рассматривается за-
дача взаимодействия струи с плоской поверхностью, так как задача имеет большое практи-
ческое значение. В настоящей работе будет рассмотрена именно импактная струя. 

Важной задачей является расчет камер сгорания двигателей, где и давление в камере 
сгорания, и температура на стенках камеры существенно зависят от ТЧП [1–3]. Разумные 
результаты получаются для значений ТЧП, лежащих в диапазоне от 0.45 до 0.85 [3], при усло-
вии постоянной величины ТЧП во всей камере сгорания. 

Существуют модели расчета турбулентного числа Прандтля из параметров подобия. 
Как правило, модели с переменным ТЧП связаны с исследованиями потоков тепла вблизи 
твердой границы с целью достижения более точного соответствия чисел Нуссельта экспери-
ментальным данным [15, 34]. Недостаток таких моделей заключается в отсутствии универ-
сальности. В то же время, их часто используют для расчетов. В данной работе будут проте-
стированы две модели – Кейса  Кроуфорда (см., например [26]) и модифицированная модель 
Кейса  Кроуфорда [34]. 

Комбинация расчетных методов с экспериментальными данными привела к развитию 
различных методов ассимиляции данных. В применении к задачам гидродинамики стано-
вятся популярны нейросети, обучающиеся не на большом количестве размеченных данных, 
которых может быть недостаточно для обучения классической нейросети, но удовлетворяю-
щие уравнениям и экспериментальным данным, так называемые физически-информи-рован-
ные нейросети (physics-informed neural networks, PINN). При этом, по сравнению с традици-
онным численным моделированием, нейросеть не так чувствительна к шуму эксперимен-
тальных данных и позволяет включать различные данные, в том числе разреженные или 
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измеренные в отдельных точках. В данной работе предложен способ ассимиляции данных с 
применением физически-информированной нейросети. С его помощью проведено восста-
новление распределений гидродинамических величин для импактной осесимметричной ква-
зистационарной турбулентной струи с использованием экспериментальных данных темпера-
туры, полученных ТФМ, и точечных измерений скорости с помощью термоанемометра. 
PINN были впервые предложены в работе [35] и могут использоваться для решения обратных 
задач [36, 37] или для численного моделирования [38–40]. 

2. Постановка эксперимента 

Поля температуры для струи горячего воздуха из строительного фена измеряются с по-
мощью теневого фонового метода [41, 42]. ТФМ все чаще используется в последние годы 
благодаря простоте и низкой стоимости экспериментальной установки по сравнению с ин-
терференционными методами. С помощью одноракурсного ТФМ могут быть измерены мгно-
венные поля плотности и температуры для двумерных и осесимметричных течений, а также 
качественно визуализированы трехмерные течения [43]. Метод основан на цифровом срав-
нении изображений фона, снятых через оптически однородную среду (опорный снимок) и 
через исследуемый поток, т.е. шлирен-объект (рабочий снимок). Вследствие преломления 
лучей при прохождении через шлирен-объект рисунок фона искажается. Смещение элемен-
тов фона на рабочих снимках пропорционально усредненному вдоль луча градиенту показа-
теля преломления. С помощью компьютерной обработки изображений определяется поле 
смещений. Затем из полей первых пространственных производных восстанавливается поле 
показателя преломления, по которому рассчитываются связанные с ним величины, например, 
плотность, температура или концентрация. В качестве фона в ТФМ можно использовать лю-
бые изображения, и несмотря на то, что было предложено множество модификаций ТФМ с 
разными типами фоновых изображений, большинство исследователей по-прежнему исполь-
зуют кросс-корреляционную обработку изображений, заимствованную из PIV, и фоны из 
случайно расположенных пятен, похожие на PIV-изображения. Кросс-корреляционный ме-
тод определяет наиболее вероятное смещение ансамбля пятен, расположенных внутри обла-
сти опроса. Из-за этого возникает проблема ограниченного пространственного разрешения и 
появляются сложности при ТФМ-измерениях течений с резкими перепадами показателя пре-
ломления, например, ударных волн в газах или тонких температурных или диффузионных 
слоев в жидкостях. В указанных течениях имеет место сильная деформация как ансамбля 
пятен, так и изображений отдельных пятен. Кросс-корреляционный алгоритм при этом, как 
правило, занижает значения смещения, что приводит к занижению перепада показателя пре-
ломления [44]. В [42] было показано, что можно значительно улучшить пространственное 
разрешение и достоверность в областях с большим градиентом смещения, если использовать 
фон из периодических полос, а поле смещения определять с помощью фурье-профилометрии 
(Fourier transform profilometry, FTP), предложенной для интерферометрии и трехмерного ска-
нирования поверхности [45]. В данной работе поля температуры измеряются методом ТФМ 
c использованием бинарного периодического фона. Схема установки приведена на рис. 1. 

Для создания импактной струи использовался строительный фен с насадкой в виде ко-
нуса для дополнительного перемешивания, улучшающего симметрию течения. Радиус 
насадки составляет 18 мм. Чтобы исключить естественную конвекцию вблизи внешней по-
верхности сопла, сопло было обернуто в стеклянную тепловату. 

Максимальная скорость на выходе сопла составляет около 9 м/с. Эксперименты прово-
дились при разных температурах струи на входе: 170C и 260C. Скорость измеряется в хо-
лодной струе с помощью термоанемометра. Измерения расхода воздуха в различных режи-
мах фена показали, что расход можно считать постоянным. При моделировании эксперимен-
тов с различными температурными режимами учитывается поправка на скорость, которая 
рассчитывается из условия постоянного расхода воздуха.  
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Рис. 1. Схема установки ТФМ c бинарным периодическим фоном 

Латунный диск радиусом 6 см помещается на высоте 14.7 см от выхода сопла. Вблизи 
пластины становятся заметными эффекты, связанные с асимметричностью струи. Поэтому 
фен закреплен во вращающемся держателе, ось которого совпадает с осью сопла фена. Сред-
нее поле температуры получается в результате обработки 10 серий, каждая из которых со-
стоит из 40 кадров и снимается для определенного углового положения фена с шагом 18. 

Число Рейнольдса для данной конфигурации установки лежит в пределах от 20000 до 
30000. Температура воздуха в комнате во всех экспериментах равнялась 22C. 

Черно-белый фон из регулярно расположенных квадратных пятен был напечатан на 
прозрачной пленке и подсвечен сзади светодиодной панелью. Расстояние между фоном и 
соплом составляет 53 см. Использовались два типа камер – Canon EOS 700D с зум-объек-
тивом Canon EF 75–300 мм f/4–5.6 и высокоскоростная камера Evercam HR 2000-128-C с объ-
ективом Tokina atx-i 100 мм f/2.8 FF MACRO. С помощью обратного преобразования Абеля 
определяются пространственные производные показателя преломления, и в результате реше-
ния уравнения Пуассона в цилиндрических координатах находятся распределения показа-
теля преломления  , n r z . Поле плотности находится из соотношения Гладстона  Дейла: 

 
1n

G



 , (1) 

где 42.26 10G    м3/кг – постоянная Гладстона  Дейла для воздуха. Затем из уравнения со-
стояния с постоянным давлением определяется поле температуры. Как показано в [46], ис-
пользование обеих компонент смещения приводит к более гладким полям температуры по 
сравнению с традиционным подходом, в котором используется только распределение ради-
альной компоненты смещения. 

С помощью термоанемометра PCE-423 измеряются профили скорости вдоль оси и по-
перек струи в нескольких сечениях по z, в том числе на выходе сопла. Эти данные использу-
ются для подбора параметров модели турбулентности в RANS-моделировании, задания гра-
ничного условия на выходе сопла, в качестве дополнительных данных для нейросети и для 
сравнения с результатами проведенной ассимиляции данных. Погрешность измерения ско-
рости, указанная производителем термоанемометра, составляет 5 %, но не менее 0.1 м/c. 

3. Методика ассимиляции данных и численное моделирование 

3.1. Постановка задачи 

Квазистационарное состояние вертикальной осесимметричной струи горячего воздуха 
из круглого сопла описывается RANS-уравнениями для слабосжимаемой жидкости 
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, (4) 

 p r z
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C V V T
r z r r z z

                   
, (5) 

 0p

RT

  , (6) 

где 
2 2

2 2

1

r r r z

  
   

  
 и r r zV V V

V
r r z

 
   

 


. Ось z  направлена вверх, начало координат 

соответствует центру сопла.  , T  и V


 – плотность, температура и скорость среды; p  – от-

клонение давления от атмосферного 0p ; pc  – удельная теплоемкость;   – молярная масса 
воздуха; R  – универсальная газовая постоянная; g  – ускорение свободного падения;  ,   – 
полные коэффициенты вязкости и теплопроводности, то есть 

 0 0,t t         , (7) 

где 0 , t   – молекулярная и турбулентная вязкости; 0  – молекулярная теплопроводность и 

 Prt t p tc   (8) 

турбулентная теплопроводность, Prt – турбулентное число Прандтля. 
Если поле температуры известно, то уравнение энергии (5) можно рассматривать отно-

сительно неизвестной полной теплопроводности, а плотность определять через уравнение 
состояния. В таком случае система уравнений (26) замкнута относительно радиальной и 
осевой скоростей, давления, турбулентных вязкости и теплопроводности. Решая данную си-
стему с соответствующими граничными условиями, можно получить полное описание тур-
булентного течения без использования дополнительной модели турбулентности. Таким об-
разом, поле турбулентной вязкости определяется по влиянию эффективной теплопровод-
ности на квазистационарное поле температуры. 

Для RANS-моделирования и ассимиляции данных с применением модели k   к си-
стеме уравнений (26) добавляются уравнения для кинетической энергии турбулентных 
пульсаций k  и скорости диссипации турбулентной энергии   

 
2 2

0 02 2

1

k k

t t
r z

k k k k k k
V V

r z r r r z r r

   
 

                                    
  

2
0 | | ,t

k

k
S

z z

 


  
       

  (9) 
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где 
2 2 2 2

2| | 2 2 2r r z r zV V V V V
S

r r z z r

                               
.  

В уравнениях движениях (3), (4) в правой части добавляется член  32 k r  ,

 32 k z  , соответственно. Использовался вариант модели для низких чисел Рейнольдса, 

включающий дополнительные демпфирующие функции f , f  [47] 

  * 22
14 ( 200)

3/4

5
1 1 tl R

t

f e e
R


  

    
 

,      * 22
3.1 ( 6.5)1 1 0.3 tl Rf e e

     , (11) 
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  
 

  

Здесь ( , )wl r z  – расстояние до пластины. Турбулентная вязкость выражается следующим об-
разом: 

 
2

T
k

f C  


  (12) 

Значения констант: 1.4k  , 1.5  , 1 1.5C   , 2 1.9C   , 0.09C  . 

3.2. Моделирование 

RANS-моделирование выполнялось в Comsol Multiphysics 6.2. Решалась система урав-
нений: (24) для моделирования холодной струи с постоянными свойствами среды и полная 
система уравнений (26) с заданным значением турбулентного числа Прандтля. Использова-
лась k  -модель турбулентности (912). Расчетная область состоит из двух частей: течение 
струи от входного сопла до соударения с пластиной и область выше нее (рис. 2).  

 

Рис. 2. Схема областей для измерений ТФМ, рекон-
струкции методом PINN и моделирования RANS 

Такой способ задания области связан с постановкой свободных граничных условий 
вдали от основного течения струи, то есть на верхней и правой границах. В области основ-
ного течения струи задается неравномерная сетка размерами 190 200  узлов с минимальным 
шагом 0.12 мм. Диск считается полностью теплоизолированным, на его поверхности ста-
вятся адиабатические граничные условия для температуры и условия прилипания для скоро-
сти. Размеры расчетной области в моделировании max maxr z  составляли 0.25 0.3  м2. 
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При сравнении с PINN и экспериментальными данными выбирается область, размеры 
которой по вертикали совпадают с расстоянием от сопла до диска, в радиальном направлении 
– с радиусом диска. 

Были заданы следующие граничные условия. 
1) На срезе сопла ( 0z  ) измеренный термоанемометром профиль осевой скорости ап-

проксимировался степенной зависимостью с учетом поправки на температуру 

 e
10/13

xp,
0

0

( )
( , 0) 1 ,in

z jet
jet

T rr
V r z V r r

r T

 
      

 
, (13) 

с гладким переходом на спутный внешний поток со скоростью 00.01V  при jetr r , где 
jetr  – радиус сопла. Включение спутного потока улучшает сходимость RANS-вычис-

лений. Профиль отклонения температуры аппроксимировался функцией Гауcса 

  2
0( , 0) expT r z T A r    , (14) 

где A  и   – параметры аппроксимации. Отношение полной вязкости к молекулярной 
0   равняется 80 при jetr r  с гладким переходом на 3 при jetr r . Данные значения 

были подобраны, исходя из наилучшего совпадения с экспериментальными профилями 
скорости. Отношение полной теплопроводности к молекулярной 0   определяется из 
соотношения (8) через турбулентное число Прандтля, которое в моделировании зада-
ется либо постоянным: 0.5, 0.9, 1.3, либо с использованием модели Кейса  Кроуфорда 
и ее модифицированной версии. 

2) На оси ( 0r  ) радиальная скорость равняется нулю: 0rV  . Для осевой скорости, пол-
ной вязкости и теплопроводности задаются условия симметрии: 

0zT r V r r r             . 
3) На правой границе ( max,expr r ) задаются мягкие граничные условия для возмущения 

давления. 
4) На поверхности диска ( max,,plate ТФМr r z z  ) задаются условия 0zrV V T z    . Зна-

чения турбулентных вязкости и теплопроводности устанавливаются равными нулю. 

3.3. Физически-информированная нейросеть 

С помощью физически-информированной нейросети (PINN) было проведено восста-
новление течения импактной осесимметричной турбулентной струи воздуха из полей темпе-
ратуры и радиальных профилей осевой скорости, измеренных соответственно с помощью 
ТФМ и термоанемометра. Следует отметить, что PINN позволяет восстановить течение для 
конкретного эксперимента, обучение проходит с использованием одного поля температуры, 
полученного в этом эксперименте. Была проведена реконструкция в предположении посто-
янного турбулентного числа Прандтля без включения дополнительных моделей турбулент-
ности, в таком случае турбулентная теплопроводность и турбулентная вязкость связаны од-
нозначно через соотношение (8), и система (26) оказывается замкнутой. В другом варианте 
восстановления предположение о постоянстве турбулентного числа Прандтля опускалось и 
количество неизвестных ( rV , zV , p , T ,  ,  ) оказывалось больше, чем уравнений. Поэтому 
дополнительно, помимо температурных данных, также использовались результаты измере-
ний скорости в некоторых точках. Для сравнения было также проведено восстановление с 
учетом k  -модели турбулентности. 

При обычном применении нейронных сетей производится предварительное обучение 
сети на большом количестве решенных задач (размеченных данных). Затем обученная сеть 
используется для быстрого решения похожих задач. В экспериментальной гидродинамике 
создать массив размеченных данных на основе экспериментальных измерений практически 
невозможно – для этого требуется измерить поля всех гидродинамических величин, включая 
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давление и турбулентную вязкость. Можно обучить сеть на основе данных моделирования, 
но при этом встает вопрос о соответствии распределений величин в моделировании и реаль-
ном эксперименте. Для турбулентных течений существенные отличия между моделирова-
нием и экспериментом могут возникать из-за ограниченной точности используемой в моде-
лировании полуэмпирической модели турбулентности. Ассимиляция данных с помощью 
физически-информированной нейросети (PINN) не требует предварительного обучения на 
размеченных данных. Вместо этого на основе ограниченных данных, полученных в одном 
эксперименте (например, поля скорости и температуры), производится подбор полей всех 
величин, которые обеспечивали бы, с одной стороны, минимальное отклонение от результа-
тов измерений, с другой стороны – минимальные невязки уравнений гидродинамики и гра-
ничных условий. Фактически PINN решает задачу аппроксимации с очень большим числом 
неизвестных параметров. Роль ограничений играют имеющиеся экспериментальные данные, 
уравнения, описывающие течение, и известные граничные условия. При этом используется 
тот же аппарат, что и при стандартном применении нейронных сетей. Сеть состоит из не-
скольких слоев нейронов (рис. 3), которые описываются линейными функциями, и нелиней-
ных функций активации между слоями. То есть используется многослойная полносвязная 
нейросеть. 

 

Рис. 3. Архитектура PINN и процесс обучения без включения модели турбулентности 

В ходе обучения производится поиск минимума целевой функции PINN , состоящей из 
нескольких слагаемых 

 PINN data PDE BC       (15) 

Слагаемое data  связано с отклонением предсказанных нейросетью данных от экспери-
ментальных. В данной работе это значения температуры во всей области измерения и значе-
ния осевой скорости в определенных точках при 12z   см. Слагаемое PDE  описывает не-
вязки уравнений гидродинамики, а BC  связано с отклонением от граничных условий. 
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Автоматическое дифференцирование [48], которое в стандартных нейросетях применя-
ется для определения производных целевой функции по весам модели в ходе оптимизации, 
здесь также позволяет найти пространственные производные гидродинамических величин, 
входящие в уравнения. Одно из преимуществ использования такого подхода состоит в том, 
что автоматическое дифференцирование позволяет избежать проблем, возникающих при взя-
тии численных производных от шумных данных, как было показано в работе [49]. 

В настоящее время существует несколько разных библиотек для создания и обучения 
нейросетей, а также для использования автоматического дифференцирования. В данной ра-
боте использовался язык программирования Python и библиотека PyTorch. 

Для подбора оптимальных параметров нейросети были проведены эксперименты на 
синтетических данных, рассчитанных из RANS-моделирования с включенной k  моделью 
турбулентности, аналогично [50]. Под параметрами подразумеваются: архитектура нейро-
сети (количество скрытых слоев, количество нейронов в каждом скрытом слое), веса разных 
частей целевой функции, шаг оптимизатора. Затем с подобранными параметрами нейросеть 
обучалась на экспериментальных данных температуры и скорости. В результате обучения 
восстанавливаются поля скорости, давления, полных вязкости и теплопроводности, а также 
сглаженное поле температуры. При включении модели турбулентности восстанавливаются 
величины кинетической энергии турбулентных пульсаций k  и скорости диссипации турбу-
лентной энергии  , из которых рассчитывается турбулентная вязкость. Полученные с помо-
щью ассимиляции данных поля сравниваются с рассчитанными из RANS-моделирования.  

Квазистационарное состояние струи горячего воздуха описывается уравнениями (26). 
Турбулентная вязкость и турбулентная теплопроводность связаны соотношением (8). Чаще 
всего турбулентное число Прандтля Prt  предполагается постоянным и равным 0.9. Стоит от-
метить, это предположение не совсем верно, как следует из расчетов LES [11] и из экспери-
ментальных данных [10], в которых было показано, что турбулентное число Прандтля раз-
лично в разных точках струи. Поэтому в данной работе восстановление течения проведено 
как в предположении постоянного tPr , так и для случая, когда турбулентная вязкость и теп-
лопроводность восстанавливаются независимо, а турбулентное число Прандтля можно полу-
чить, исходя из соотношения (8). Также было проведено восстановление на синтетических и 
экспериментальных данных с учетом уравнений (912) k  модели турбулентности, чтобы 
показать особенности полей турбулентных величин, связанные с применением конкретной 
модели.  

Все величины в уравнениях (26), (9), (10) нормируются так, чтобы выходы нейросети 
по абсолютному значению не превосходили единицы. Масштабирование параметров увели-
чивает скорость обучения и улучшает качество предсказанных данных. Пространственные 
координаты r  и z , компоненты скорости, давление и отклонение температуры приводятся к 
безразмерным величинам путем деления на l , 0V , 2

0 0V  и maxT , соответственно. Величины 
кинетической энергии турбулентных пульсаций и скорости диссипации турбулентной энер-
гии делятся на 2

0V  и 2
0V l , соответственно. Параметр l соответствовал максимальному раз-

меру области, задаваемой для обучения PINN. Остальные нормировочные параметры подби-
рались исходя из максимальных величин, полученных в эксперименте. 

Выходной слой нейросети состоит из 6 компонент: ( , , , , , )za V T p    – при восстановле-
нии без учета модели турбулентности и из ( , , , , , )za V T p k   при ее учете. Здесь ra V r . Такая 
замена позволяет избежать роста величины невязок уравнений вблизи оси из-за слагаемых, 
пропорциональных 1 r . Чтобы привести выходы ( , , )za V p  нейросети к диапазону [ 1,1] , а 
вход ( r , z ) и оставшиеся выходы ( , , )T    или ( , , )T k  к диапазону [0,1], параметр a , коор-
динаты r  и z , p ,  ,  , k ,   дополнительно нормируются на безразмерные максимальные 
значения maxa , 0z , maxp , max , max , maxk , max , соответственно, полученные из численного 
моделирования. 

Функция потерь (15) задается в точках расчетной области, исключая ее границы. Она 
совпадает с областью измерений ТФМ. Для постановки корректных граничных условий в 
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моделировании использовалась более широкая расчетная область. Границы расчетных обла-
стей в моделировании, ТФМ и для восстановления с PINN показаны на рис. 2. 

Слагаемое PDE  функции потерь (15) представляет сумму взвешенных невязок уравне-
ний (26). При учете модели турбулентности слагаемое PDE  также включает невязки урав-
нений (9, 10). Для каждого уравнения рассчитывается сумма среднеквадратичных отклоне-
ний (MSE) во всех узлах расчетной сетки, состоящей из 100 50 5000   узлов. С целью 
разрешения горизонтального погранслоя у поверхности пластины была выбрана неравномер-
ная прямоугольная сетка, сгущающаяся ближе к поверхности пластины с минимальным ша-
гом 0.4 мм и в радиальном направлении ближе к оси с минимальным шагом 0.9 мм. 

Если предполагается, что турбулентное число Прандтля не фиксировано, то условие (8) 
включается в целевую функцию со следующим коэффициентом: 

 
 1000 1 600 , 600,

0, 600,t

iter iter
Pr

iter

n n
w

n

   
 


 (16) 

где itern  обозначает номер итерации во время обучения. Такой вид коэффициента позволяет 
постепенно исключать условие (8) из целевой функции. Данный подход аналогичен процессу 
оптимизации для переменного Prt  с начальным приближением, полученным при постоянном 
турбулентном числе Прандтля, что повышает устойчивость обучения нейронной сети на 
начальных итерациях. 

Слагаемое data  состоит из средней суммы квадратов отклонений (MSE) между пред-
сказанными значениями температуры T  и экспериментальными данными expT , полученными 
ТФМ, и MSE между предсказанными значениями осевой скорости zV  и значениями, изме-
ренными термоанемометром ,expzV , с соответствующими весовыми коэффициентами ,d Tw  и 

, zd Vw  

         22 ,,
,exp

1 1

, , , ,z

N M
d Vd T

data i i exp i i z j j z j j
i j

ww
T r z T r z V r z V r z

N M 

           (17) 

Отклонения экспериментальных данных по температуре рассчитываются на равномер-
ной сетке, состоящей из 10000 узлов, отклонения для радиальных профилей скорости задаются 
в тех же точках, в которых скорость измеряется термоанемометром (около 20 точек). 

Слагаемое BC  представляет взвешенную сумму среднеквадратичных отклонений от 
граничных условий на входе, in ; на правой свободной границе, free ; на оси, axis  и на по-
верхности диска, plate . 

 BC in in axis axis free free plate platew w w w         (18) 

Общее количество точек, в которых рассчитываются отклонения от граничных усло-
вий, равняется 500. Граничные условия в PINN совпадают с заданными в RANS-моделиро-
вании, за исключением условия на правой границе: давление задается равным нулю. На входе 
для параметра a  задается условие ( , 0) 0a r z   , что соответствует нулевой радиальной ско-

рости. На поверхности пластины условие прилипания соответствует max,( , ) 0ТФМa r z z  . На 

оси ( 0)r   условие для параметра a  выводится из уравнения непрерывности при 0r  , кото-

рое в итоге имеет вид:  2 0za V z    . Для осевой скорости, полной вязкости и тепло-

проводности задаются условия симметрии: 0zV r r r        . 
Выбор весовых коэффициентов связан с количеством слагаемых, которые необходимо 

минимизировать, и зависит от уровня шума в экспериментальных данных. Слагаемые с са-
мыми большими коэффициентами будут минимизироваться нейросетью в первую очередь, 
поэтому имеет смысл перед слагаемым data  указывать наибольший коэффициент. В таком 
случае в начале обучения будут правильно восстанавливаться те величины, которые входят 
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в расчет отклонений от экспериментальных данных, а затем будут минимизироваться осталь-
ные слагаемые. Однако при слишком большом коэффициенте нейросеть может выучить осо-
бенности измеренного поля температуры, которые в силу погрешностей эксперимента явля-
ются некорректными. Если весовой коэффициент перед членом с экспериментальными 
данными меньше, чем коэффициент перед слагаемым, связанным с невязками уравнений, то 
нейросеть может предсказывать нулевые или постоянные значения величин, что соответ-
ствует тривиальному решению уравнений. 

В данной работе используется функция потерь с постоянными коэффициентами. В 
связи с наличием случайного шума в поле температуры и систематической погрешности, свя-
занной с асимметрией струи, были подобраны такие коэффициенты, чтобы нейросеть не пол-
ностью копировала экспериментальные данные, а приближалась бы к ним при одновремен-
ной минимизации невязок уравнений. Значения коэффициентов для различных вариантов 
восстановления представлены в табл. 1. 

Таблица 1 

Весовые коэффициенты для целевой функции 

 ,d Tw  , zd Vw  inw  platew  axisw  Prtw  Pr ,t freew  

Pr 0.9t   100 100 1 1 1 100 100 

cr stP ont   100 100 1 1 1 см. (16) 100 

Для подбора оптимальной архитектуры нейросети (количество скрытых слоев, количе-
ство нейронов в каждом слое, функции активации, оптимизатор и его скорость обучения, 
критерий остановки обучения), тесты по восстановлению проводились на синтетических дан-
ных, полученных из моделирования для свободной струи. За метрику качества восстановле-
ния выбрано нормализованное среднеквадратичное отклонение результатов, предсказанных 
нейросетью, от рассчитанных из моделирования с применением k  -модели турбулентно-
сти. В результате тестов на синтетических данных была выбрана архитектура нейросети с 7 
скрытыми слоями и 180 нейронами на каждом слое (то есть по 30 нейронов на каждый вы-
ход). Дальнейшее увеличение числа слоев и нейронов не дает значительного улучшения ре-
зультатов восстановления и увеличивает время обучения. Оптимизация проводится с исполь-
зованием модифицированного алгоритма Бройдена  Флетчера  Гольдфарба - Шанно с огра-
ниченным использованием памяти (L-BFGS) [51], где начальная величина шага была уста-
новлена равной 0.1. Процесс обучения прекращается, когда на интервале, равном 100 итера-
циям, скользящее среднее функции потерь изменяется в пределах 0.5%, аналогично крите-
рию остановки в работе [52]. Под итерацией здесь подразумевается вычисление функции 
потерь во всей расчетной области и обратный проход для расчета градиента и обновления 
параметров модели. В начале обучения веса и сдвиги нейросети инициализируются случай-
ными величинами с нормальным распределением. Расчеты проводятся на видеокартах супер-
компьютера «МГУ-270» МГУ имени М.В. Ломоносова. Обучение нейросети на эксперимен-
тальных данных занимает порядка 6 ч. 

4. Результаты и сравнительный анализ 

4.1. Расчеты с применением k-ε модели и различными значениями ТЧП 

При моделировании неизотермических турбулентных течений в рамках RANS-моделей 
необходимо задавать ТЧП определенным образом. В данной работе было проведено сравне-
ние результатов моделирования, полученных при различных постоянных значениях турбу-
лентного числа Прандтля: 0.5, 0.9 и 1.3. Следует отметить, что для аналогичных расчетов 
чаще всего выбирается постоянное ТЧП, равное 0.9. Также использовалась модель 
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Кейса  Кроуфорда (KC) и модернизированная модель Кейса  Кроуфорда (KCm). Модель 
Кейса  Кроуфорда хорошо описывает большинство турбулентных течений в пограничном 
слое вблизи стенок в жидкостях, за исключением течений жидких металлов. Для описания 
течения в жидких металлах модель Кейса  Кроуфорда была модифицирована [34]. При ис-
пользовании модифицированной модели необходимо задавать дополнительный параметр – 
число Рейнольдса на бесконечности. В данной работе оно рассчитывалось, исходя из вели-
чины спутного потока и расстояния от сопла до пластины, и равнялось 1080.  

Для оценки отклонений полученных полей была выбрана относительная 2L -норма, 
определенная следующим образом: 

 0 2

0 2

F F

F


 , (19) 

где отклонение рассчитывается для поля F относительно 0F . Все поля интерполированы на 
общую равномерную сетку для корректного сравнения. Для расчета отклонения относи-
тельно экспериментальных данных используется область с заметным возмущением темпера-
туры, то есть удовлетворяющая условию 0( ) 1T T  K. 

Экспериментальные поля температуры, полученные ТФМ, и соответствующие поля из 
RANS-моделирования, проведенного с заданием различных значений ТЧП, представлены на 
рис. 4. 

 

Рис. 4. Поля температуры, 0T T , (K), полученные из ТФМ и RANS-моделирования в предположе-
нии постоянного Prt , равного 0.5, 0.9 и 1.3, с использованием модели Кейса  Кроуфорда (KC) и 
модифицированной модели Кейса  Кроуфорда (KCm) 

Наблюдается хорошее соответствие между рассчитанными в моделировании и полу-
ченными ТФМ распределениями температуры в основной области течения. Совпадают углы 
расширения струй, однако расхождения возникают вблизи пластины. Отличается скорость 
изменения температуры вдоль струи: для меньших ТЧП температура уменьшается быстрее. 
Поле температуры, полученное при расчете с Pr 0.5t  , показывает наименьшее отклонение 
от экспериментальных данных в области основного течения струи. При приближении к пла-
стине в области горизонтального пограничного слоя наименьшее отклонение показывают 
расчеты с Pr 0.9t   и с моделью Кейса  Кроуфорда. Это хорошо видно из сравнения верти-
кальных и радиальных профилей распределения относительного среднеквадратичного от-

клонения   2( , )T ТФМ ТФМr z T T T  , показанных на рис. 5. Суммарное отклонение, рас-

считанное по формуле (19), для расчета с Pr 0.5t   составляет 11 %, c Pr 0.9 13t   %, c 
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Pr 1.3 19t   %. С учетом оригинальной модели Кейса  Кроуфорда получается отклонение 
13 %, с модифицированной – 17 %. Наименьшее отклонение от экспериментальных показы-
вает расчет с постоянным турбулентным числом Прандтля, равным 0.5. Отклонения для рас-
четов с Pr 0.9t   и моделью Кейса  Кроуфорда также показывают ошибку до 15 % и совпа-
дают между собой. Это связано с тем, что в данной модели ТЧП в области основного течения 
варьируется от 0.85 до 0.9. В модифицированной модели Кейса  Кроуфорда ТЧП в области 
струи также практически постоянно и составляет 1.15, что близко к Pr 1.3t  . 

 
а б 

Рис. 5. Относительные среднеквадратичные отклонения полей температуры T , полученных из 
RANS-моделирования в предположении постоянного Prt , равного 0.5, 0.8 и 1.3, с использованием 
модели Кейса  Кроуфорда (KC) и модернизированной модели Кейса  Кроуфорда (KCm), от изме-
ренных ТФМ – а) вертикальные профили при 0 1.7r  см, б) радиальные профили при 0 13.5z  см 

Для полей температуры, скорости, давления и турбулентной вязкости были рассчитаны 
относительные отклонения от результатов моделирования с постоянным Pr 0.9t  , которые 
представлены в табл. 2. Наибольшие расхождения показывают поля температуры. Погреш-
ности остальных величин находятся в пределах 5 %. 

Таблица 2 

Относительное среднеквадратичное отклонение ,%  полей темпера-
туры, скорости, давления и турбулентной вязкости, рассчитанных 
из RANS-моделирования с различными значениями ТЧП, от резуль-
татов моделирования с Prt =0.9 

,%  Pr 0.5t   Pr =1.3t  KC KCm 

20.9 90. 2T T T‖ ‖ ‖ ‖  12 7 1 5 

0.9 .9, 2 ,0 2z z zV V V‖ ‖ ‖ ‖  0.7 0.4 0.05 0.3 

0.9 .9, 2 ,0 2r r rV V V‖ ‖ ‖ ‖  1.6 1.0 0.1 0.7 

20.9 90. 2p p p‖ ‖ ‖ ‖  3.1 1.9 0.3 1.3 

20.9 90. 2  ‖ ‖ ‖ ‖  4.5 3.1 0.4 2.1 

Погрешности экспериментального поля температуры могут быть связаны с асиммет-
рией струи, так как предварительные эксперименты без вращения фена и регистрацией 
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снимков только при одном положении фена показали еще большие расхождения с числен-
ным моделированием. Усреднение полей смещений, рассчитанных по серии изображений, 
снятых с разным угловым положением фена, способствовало уменьшению ошибок, связан-
ных с асимметричностью струи. 

Таким образом, сравнение результатов RANS-моделирования с применением k  -мо-
дели турбулентности с экспериментальными данными показало, что значения температуры, 
полученные с различным значением ТЧП, могут отличаться на величину до 50С. В области 
основного течения струи поле температуры лучше всего описывается результатами, проведен-
ными в предположении постоянного ТЧП, равного 0.5. Вблизи пластины поле температуры 
меньше всего отличается от расчетов с Pr 0.9t   и с моделью Кейса  Кроуфорда. Данные ре-
зультаты показывают, что поле турбулентного числа Прандтля не является постоянным во всей 
области течения и для более точных расчетов необходимо варьировать его значение. 

4.2. Восстановление с помощью PINN в предположении постоянного числа Prt 

Восстановление течения при помощи PINN может проводиться с использованием k 
-модели турбулентности, либо без нее. В первом случае кинетическая энергия турбулентных 
пульсаций k  и скорость диссипации турбулентной энергии   будут являться выходами 
нейросети и восстанавливаться независимо, а турбулентная вязкость будет рассчитываться 
через соотношение (12). Такая постановка задачи ближе к моделированию, но по сравнению 
с ним позволяет включить определенное поле температуры в целевую функцию и обучить 
нейросеть восстанавливать поля скорости, давления и турбулентных характеристик таким 
образом, чтобы с заданным полем температуры минимизировать невязки уравнений. Во вто-
ром случае уравнения модели турбулентности опускаются и выходами нейросети становятся 
турбулентная вязкость и теплопроводность. Такая постановка задачи отличается от модели-
рования, так как при восстановлении не учитываются особенности конкретной модели тур-
булентности.  

На рис. 6 приведены результаты полей скорости, возмущения давления, отношения пол-
ной вязкости к молекулярной ( 0h h ), отношения полной теплопроводности к молекулярной 
( 0l l ), полученные из RANS-моделирования с k  -моделью турбулентности.  

 

Рис. 6. Поля радиальной скорости ( rV ), осевой скорости ( zV ), возмущения 
давления ( p ), отношения полной вязкости к молекулярной ( 0h h ), отно-
шения полной теплопроводности к молекулярной ( 0l l ), полученные из 
RANS-моделирования с k  -моделью турбулентности 

На рис. 7 приведены результаты восстановления с использованием синтетических дан-
ных (поля температуры и профиля скорости при 12z   см) с включением модели турбулент-
ности (a) и без ее учета (б). В данных расчетах ТЧП принималось постоянным и равным 0.9. 



Руденко Ю.К., Винниченко Н.А., Пуштаев А.В., Плаксина Ю.Ю., Уваров А.В. «Экспериментальное…» 

17 

Восстановление с применением k  -модели турбулентности показывает меньшее от-
клонение полученных полей от рассчитанных в моделировании. Однако поле турбулентной 
вязкости вблизи пластины отличается от полученного в моделировании, что может быть свя-
зано с включением в Comsol дополнительных ограничительных функций вблизи твердой гра-
ницы.  

 
а б 

Рис. 7. Поля радиальной скорости ( rV ), осевой скорости ( zV ), возмущения давления ( p ), отношения 
полной вязкости к молекулярной ( 0h h ), восстановленные PINN с синтетическим полем темпера-
туры а) с включенной k  -моделью турбулентности, б) без учета модели турбулентности 

Для всех полей, кроме поля температуры, отклонения восстановленных полей PINNsim,k-ε 
с включенной k  -моделью меньше, чем для PINNsim без ее учета, что видно из табл. 3, в 
которой показаны относительные среднеквадратичные отклонения восстановленных полей 
от рассчитанных в моделировании. 

Таблица 3 

Относительное среднеквадратичное отклонение 
,%  полей температуры, скорости, давления и 

турбулентной вязкости, восстановленных PINN, 
от рассчитанных с помощью RANS-моделиро-
вания с Prt =0.9 

,%  simPINN  ,sim kPINN   

2 2k kT T T  ‖ ‖ ‖ ‖  0.2 1.6 

, 2 , 2z z k z kV V V  ‖ ‖ ‖ ‖  1.7 1.1 

, 2 , 2r r k r kV V V  ‖ ‖ ‖ ‖  13.2 2.8 

2 2k kP P P  ‖ ‖ ‖ ‖  80 50 

2 2k k    ‖ ‖ ‖ ‖  38 8 

На рис. 8 показаны профили давления и отношения полной вязкости к молекулярной 
вдоль оси струи, полученные из численного моделирования и восстановленные с помощью 
PINN, как с включенной k  -моделью, так и без нее. Рост давления вблизи пластины опи-
сывается правильно для обоих способов восстановления. Область вблизи сопла характеризу-
ется наибольшим отклонением, что связано с тем, что в области свободной струи величина 
изменений давления мала. Из полей и одномерных профилей турбулентной вязкости видно, 
что без включения модели турбулентности горизонтальный пограничный слой восстанавли-
вается с большим отличием от результатов моделирования. При включении уравнений k 
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-модели вязкость восстанавливается с меньшей ошибкой. Поэтому можно сделать вывод, что 
k  -модель турбулентность имеет свои особенности в формировании турбулентного погра-
ничного слоя вблизи пластины, что необходимо учитывать при сравнении с другими моде-
лями турбулентности и методиками восстановления турбулентных величин. 

 
а       б 

Рис. 8. Вертикальные профили а) возмущения давления, б) отношения полной вязкости к молеку-
лярной на оси, полученные из численного моделирования и восстановленные с помощью PINN 

Также было проведено восстановление на экспериментальных данных температуры, 
полученных ТФМ, и скорости, измеренной термоанемометром, с учетом модели турбулент-
ности и без нее. Поля, полученные при восстановлении, представлены на рис. 9. 

 

а б 

Рис. 9. Поля радиальной скорости ( rV ), осевой скорости ( zV ), возмущения давления ( p ), отношения 
полной вязкости к молекулярной ( 0h h ), восстановленные PINN с экспериментальным полем тем-
пературы а) с включенной k  -моделью турбулентности, б) без учета модели турбулентности 

Так же, как и при восстановлении на синтетических данных, существенные отличия 
наблюдаются вблизи пластины, что особенно заметно для радиальной компоненты скорости, 
давления и турбулентной вязкости. С моделью турбулентности максимальная величина тур-
булентной вязкости отличается в два раза, формируется горизонтальный пограничный слой, 
который отсутствует в восстановленных полях без k  -модели. Дополнительные измерения 
двумерного поля скорости методом PIV помогли бы установить, какой способ восстановле-
ния дает поле скорости с меньшими отличиями от экспериментальных данных. Но, исходя 
из результатов восстановления на синтетических данных, можно сделать вывод, что k  -
модель имеет свои особенности, которые не обязательно верно описывают поля турбулент-
ных характеристик. 
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4.3. Восстановление распределения турбулентного числа Прандтля с помощью PINN 

Восстановление с применением PINN в предположении переменного турбулентного 
числа Прандтля, то есть, когда в целевую функцию условие (8) включается с весовым коэф-
фициентом (16), позволяет получить поле турбулентного числа Прандтля из соотношения 
найденных значений турбулентной теплопроводности и вязкости. 

На рис. 10 и 11 показаны результаты восстановления для экспериментов, выполненных 
для разной температуры на выходе сопла: 170C и 260C, соответственно. 

 

Рис. 10. Поля температуры ( 0T T ), радиальной скорости ( rV ), осевой скорости ( zV ), воз-
мущения давления ( p ), отношения полной вязкости к молекулярной ( 0h h ), отношения 
полной теплопроводности к молекулярной ( 0l l ), ТЧП ( Prt ), восстановленные PINN с 
экспериментальным полем температуры. Температура на выходе сопла – 170C 

 

Рис. 11. Поля температуры ( 0T T ), радиальной скорости ( rV ), осевой скорости ( zV ), воз-
мущения давления ( p ), отношения полной вязкости к молекулярной ( 0h h ), отношения 
полной теплопроводности к молекулярной ( 0l l ), ТЧП ( Prt ), восстановленные PINN с 
экспериментальным полем температуры. Температура на выходе сопла – 260°C 

Области на графиках с полями ТЧП, показанные черным цветом, описываются одним 
из следующих условий: 

1) возмущения температуры 0T T  составляют менее 20 K; 
2) турбулентная вязкость 015t  ; 
3) турбулентная теплопроводность 015t  . 
Ниже данных пороговых значений величина ТЧП может определяться некорректно из-

за малых значений турбулентных вязкости и теплопроводности. 
При обучении PINN минимизирует отклонения от экспериментальных данных, не по-

вторяя полностью результаты эксперимента, а сглаживая данные, что можно увидеть на 
рис. 12, на котором представлено сравнение осевых и радиальных профилей температуры 
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при 12z   см, восстановленных в предположении постоянного ТЧП без k  -модели (PINN, 
Pr 0.9t  ), переменного ТЧП (PINN, Pr constt  ), постоянного ТЧП с k  -моделью (PINNk-ε, 
Pr 0.9t  ), полученных в численном моделировании и в эксперименте. 

  
а б 

Рис. 12. а) Осевые профили разности температуры на оси; б) радиальные профили разности тем-
пературы при 12z  см, восстановленные для постоянного ТЧП без k -  модели (PINN, 
Pr 0.9t  ), переменного ТЧП (PINN, Pr constt  ), постоянного ТЧП с k  -моделью (PINNk-ε, 
Pr 0.9t  ), полученные в численном моделировании и в эксперименте 

На рис. 13 представлено сравнение профилей вертикальной скорости на оси и радиаль-
ных профилей при 12z   см. На оси находится максимум вертикальной скорости, и он пра-
вильно восстанавливается всеми подходами. Из радиальных профилей видно, что экспери-
ментальным данным лучше всего удовлетворяют результаты восстановления PINN без учета 
k  -модели. PINN с учетом модели турбулентности восстанавливает поле скорости, близ-
кое к результатам моделирования. Отклонение от экспериментальных данных при восстанов-
лении PINNk-ε может быть связано с тем, что весовой коэффициент перед эксперименталь-
ными данными по скорости был недостаточно большим, чтобы позволить нейросети сильнее 
минимизировать отклонения от профиля скорости. Целевая функция для PINNk-ε отличалась 
на слагаемые, описывающие невязки уравнений (9), (10) модели турбулентности. Включение 
дополнительных слагаемых могло привести к тому, что нейросеть не так точно копирует дан-
ные по скорости. 

 
а б 

Рис. 13. а) Осевые профили вертикальной скорости на оси; б) радиальные профили верти-
кальной скорости при z = 12 см 

Из рис. 10 и 11 видно, что для обоих экспериментов величина Prt  находится в пределах 
от 0.1 до 1.5, но не является постоянной, равной 0.9, как часто задается при моделировании 
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течений. В работе [11] LES-вычисления показали, что турбулентное число Прандтля варьи-
руется в пределах от 0.65 до 0.7 в основном течении струи, уменьшаясь ближе к краям. Такая 
же особенность наблюдается в результатах, полученных при восстановлении с помощью 
PINN. 

Из одновременных экспериментальных измерений температуры и двумерных полей 
скорости в нагретой свободной турбулентной струе в работе [12] были получены распреде-
ления ТЧП. Для 24 Prtz d    изменяется от 0.1 до 0.5. В проведенных в работе эксперимен-
тах ТЧП равняется приблизительно 0.5 и уменьшается по краям до 0.1. Примерно в таком же 
диапазоне (от 0.1 до 0.4) изменяется турбулентное число Прандтля, полученное в работе [53] 
для эксперимента с системой кондиционирования на основе PIV измерений и точечных из-
мерений температуры термопарой. Также в этой работе было показано, что распределение 
турбулентного числа Прандтля изменяется в зависимости от скорости входного потока, то 
есть от числа Рейнольдса. Результаты LES-моделирования для импактных струй [54] пока-
зали немонотонные изменения турбулентного числа Прандтля (0.6 ÷ 1.2) вблизи области со-
ударения, что также наблюдается в проведенных в работе экспериментах. Уменьшение тур-
булентного числа Прандтля до 0.1 наблюдается с увеличением радиальной координаты. 

Интересно, что восстановление с постоянным турбулентным числом Прандтля (см. 
рис. 7 (б)) и переменным (см. рис. 11) значительно расходятся в предсказанных распределе-
ниях турбулентной вязкости и теплопроводности. При восстановлении с переменным ТЧП 
формируется горизонтальный погранслой, получаются большие значения для величины тур-
булентной теплопроводности и вязкости по сравнению с моделированием. Такой особенности 
не наблюдается при восстановлении на синтетических данных из моделирования и Prt  восста-
навливается близким к 0.9 во всей области течения (рис. 14). Поэтому можно сделать вывод, 
что такая особенность связана с восстановлением из экспериментальных данных. 

 

Рис. 14. Поля температуры ( 0T T ), радиальной скорости ( rV ), осевой скорости ( zV ), воз-
мущения давления (p), отношения полной вязкости к молекулярной ( 0h h ), отношения 
полной теплопроводности к молекулярной ( 0l l ), ТЧП ( Prt ), восстановленные PINN с 
синтетическими данными без учета предположения о постоянном ТЧП 

Среднеквадратичные отклонения для восстановления с помощью PINN с синтетиче-
ским полем температуры с включением модели турбулентности и без нее в предположении 
постоянного ТЧП, а также без учета модели турбулентности с переменным ТЧП, представ-
лены в табл. 4. 

Из табл. 3 и 4 видно, что самые большие ошибки получаются при восстановлении без 
k  -модели, при этом в данном случае не образуется горизонтальный погранслой, что 
видно из полей турбулентной вязкости (см. рис. 7). Можно также сделать вывод, что, когда 
турбулентная теплопроводность и турбулентная вязкость во время всего обучения связаны 
соотношением (8), они восстанавливаются с большей ошибкой. 
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Таблица 4 

Относительное среднеквадратичное отклонение ,%  результатов восстановления 

PINN с переменным ТЧП от RANS-моделирования с Prt = 0.9 
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PINN без учета модели турбулентности в предположении переменного ТЧП позволяет 

получить распределение турбулентного числа Прандтля напрямую из экспериментального 
поля температуры. Дополнительные данные по скорости могут в дальнейшем улучшить ка-
чество восстановления полей турбулентной вязкости и других величин. Тем не менее, такой 
подход позволяет восстановить турбулентное число Прандтля по температурным данным и 
измеренным с помощью термоанемометра профилям скорости. Аналогичное восстановление 
может быть проведено для распределения турбулентного числа Шмидта в двухкомпонентной 
среде по экспериментально измеренному полю концентрации и профилю скорости. 

5. Заключение 

Моделирование турбулентной неизотермической импактной струи воздуха, выполнен-
ное с различными значениями турбулентного числа Прандтля, показало, что приближение 
постоянного турбулентного числа Прандтля оказывается справедливым внутри свободной 
струи вдали от пластины. При приближении к твердой стенке в области пограничного слоя 
расчеты с той же величиной ТЧП показывают заметное отклонение от экспериментальных дан-
ных. Для наилучшего совпадения необходимо варьировать значение ТЧП в области течения. 

В работе предложен способ ассимиляции температурных данных с помощью физиче-
ски-информированной нейросети (PINN), позволяющий восстанавливать поля турбулентных 
величин – вязкости и теплопроводности, а также поля скорости и давления. Было проведено 
восстановление для импактной осесимметричной струи горячего воздуха с применением 
PINN с учетом k  -модели турбулентности в предположении постоянного Prt , а также без 
k  -модели с постоянным и переменным Prt . Все подходы позволяют восстановить поля 
скорости, давления и турбулентных характеристик. Наибольшие различия наблюдаются при 
восстановлении распределения турбулентной вязкости.  

Показано, что с помощью PINN возможно восстановить распределение турбулентного 
числа Прандтля на основе экспериментальных данных температуры, полученных теневым 
фоновым методом, и измерений скорости с помощью термоанемометра. Восстановленные 
поля турбулентного числа Прандтля соответствуют тенденциям, описанным в литературе. 
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