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Abstract 

Using a three-parameter differential RANS turbulence model, a numerical study of a compressi-
ble turbulent boundary layer in a supersonic flow with a positive and negative pressure gradient 
was carried out, which was realized by changing the Mach number of the incoming flow along 
the length of the plate. The study was carried out for a number of values of the input Mach number 
(from 1 to 3) and two values of the temperature factor (0.5 and 1.5). Using the results of calcula-
tions of the flow and heat transfer characteristics, the dependences of the Reynolds analogy coef-
ficient on two pressure gradient parameters are obtained. 

Keywords: RANS model of turbulence, Mach number, pressure gradient, coefficient of friction, 
Stanton number, temperature factor, Reynolds analogy coefficient. 

 

Calculated profiles of turbulence intensity at a length of x = 1 m for a 
boundary layer with zero (line 1), positive (lines 2, 3) and negative 
(lines 4, 5) pressure gradients for the temperature factor  = 1.5 
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Аннотация 

С использованием трехпараметрической дифференциальной RANS-модели турбулентно-
сти проведено численное исследование сжимаемого турбулентного пограничного слоя в 
сверхзвуковом потоке с положительным и отрицательным градиентом давления, который 
был реализован за счет изменения числа Маха набегающего потока по длине пластины. 
Исследование проведено для ряда значений входного числа Маха (от 1 до 3) и двух значе-
ний величины температурного фактора (0.5 и 1.5). С использованием результатов расчетов 
характеристик течения и теплообмена получены зависимости коэффициента аналогии Рей-
нольдса от двух параметров градиента давления.  

Ключевые слова: RANS-модель турбулентности, число Маха, градиент давления, коэффи-
циент трения, число Стантона, температурный фактор, коэффициент аналогии Рейнольдса. 

1. Введение 

При расчете теплообмена для определения безразмерного теплового потока в стенку 
(числа Стантона St) используется аналогия Рейнольдса путем введения коэффициента анало-
гии Рейнольдса, который для пограничного слоя на пластине в сверхзвуковом потоке имеет 
вид: 
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  температура адиабатной (теплоизолированной) стенки. Ко-

эффициент восстановления и показатель адиабаты для воздуха приняты равными 1/3Prr   и 
1.4   соответственно. 

Удобство использования коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  для определения 
числа Стантона St состоит в том, что коэффициент трения fc  практически не зависит от числа 
Прандтля Pr и рассчитывается по известным зависимостям от чисел Рейнольдса и Маха. 
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Поскольку число Стантона зависит от температуры стенки, то в случае течения на охлаждае-
мой или нагреваемой пластине в число определяющих параметров, от которых зависит коэф-
фициент аналогии Рейнольдса, кроме чисел Рейнольдса, Маха и Прандтля, войдет темпера-
турный фактор (безразмерная температура стенки) w awT T  . 

Разработке методов расчета турбулентного пограничного слоя в сверхзвуковом потоке 
посвящено большое число работ, обзор которых представлен в [1]. Наиболее распространены 
в инженерной практике интегральные методы расчета [24], основанные на использовании 
интегральных соотношений импульса и энергии, замкнутых алгебраическими соотношениями 
для коэффициента трения, формпараметра и числа Стантона. На основе [2, 3] разработаны ме-
тодики расчета турбулентного пограничного слоя в сверхзвуковых потоках сопел ЖРД с экс-
тремальными условиями по температуре, давлению и числам Маха. 

Отметим, что недостатки интегральных методов расчета известны: необходимость ис-
пользования эмпирической информации о виде профилей скорости и температуры, недоста-
точная универсальность при существенном изменении граничных условий, например, тепло-
вого режима стенки. Это обусловило переход от интегральных методов расчета к дифферен-
циальным, обзор которых для сверхзвукового пограничного слоя также содержится в [1]. 

Для расчета пограничного слоя в соплах ЖРД в [5] разработана методика, базирующаяся 
на дифференциальной RANS-модели турбулентности [6], обобщенной на течение с теплооб-
меном [7] и прошедшей всестороннюю проверку в широком классе задач дозвукового течения 
и теплообмена в пограничных слоях и каналах [8]. Сравнительный анализ метода интеграль-
ных соотношений, алгебраической и группы дифференциальных моделей турбулентности, 
проведенный в [9], показал, что модель [6, 7] по результатам расчета характеристик погранич-
ного слоя в соплах ЖРД не уступает лучшим дифференциальным моделям, а по возможностям 
учета внешних воздействий и неавтомодельности превосходит их. 

Для верификации RANS-модели турбулентности [6, 7] в [10] проведены расчеты погра-
ничного слоя на пластине в сверхзвуковом потоке с постоянным числом Маха. Получено удо-
влетворительное согласование расчета с известными экспериментальными данными как по 
интегральным, так и по локальным характеристикам течения и теплообмена в широком диа-
пазоне изменения чисел Рейнольдса по толщине потери импульса, Маха набегающего потока 
и температурного фактора. 

Для пограничных слоев в потоке с продольным градиентом давления используются ряд 
параметров, характеризующих величину градиента давления. 

Параметр градиента давления  *·d d wp x   , где    – толщина вытеснения, p  ста-

тическое давление, x  – координата в направлении потока, w  – трение на стенке. Этот пара-
метр был предложен Клаузером [11], согласно которому он представляет отношение силы гра-
диента давления  *·d dp x  к «единственной другой существенной силе в слое», трению на 

стенке w . Это наиболее часто обсуждаемый в литературе параметр градиента давления. 

Параметр ускорения (торможения)   2
11d dK u ux   , где 1u   локальная скорость 

набегающего потока. Этот параметр характеризует равновесные пограничные слои, так как в 
этих потоках параметр const  . Для развивающегося пограничного слоя с положительным 
градиентом давления из анализа известных литературных источников параметр K применя-
ется реже. Существуют также и другие параметры, характеризующие величину градиента дав-
ления, использование которых требует экспериментального обоснования. 

Исследования сжимаемого пограничного слоя с положительным градиентом давления 
менее многочисленны по сравнению с несжимаемым потоком [1217]. Диапазон рассматри-
ваемых параметров градиента давления в литературе в основном ограничен невысокими зна-
чениями   – порядка единиц. Общепринятым результатом для низкоскоростных потоков с 
положительным градиентом давления является рост коэффициента аналогии Рейнольдса по 
сравнению с безградиентным потоком. Вопрос о влиянии положительного градиента давления 
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на параметры турбулентности и теплообмена более противоречивы и, по-видимому, требуют 
дальнейшего изучения и расширения диапазона значений параметра градиента давления  . 

Исследования пограничного слоя с отрицательным градиентом давления относятся, в ос-
новном, к несжимаемым потокам в пограничных слоях и конфузорах [1822]. Основным ре-
зультатом для дозвуковых потоков с отрицательным градиентом давления является тенденция 
к ламинаризации пограничного слоя с ростом параметра ускорения потока K. Вопрос о влия-
нии отрицательного градиента давления на коэффициент аналогии Рейнольдса требует даль-
нейшего изучения. 

Целью настоящей работы является численное исследование турбулентного погранич-
ного слоя (динамического и теплового) в сжимаемом потоке с положительным и отрицатель-
ным градиентом давления в широком диапазоне изменения параметров градиента давления   
и K. 

2. Постановка задачи 

Для расчета течения и теплообмена в сжимаемом турбулентном пограничном слое с за-
данным градиентом давления была использована система уравнений неразрывности, движе-
ния и энергии [2]. 
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Здесь x  направление вдоль пластины; y  координата, отсчитываемая по нормали к пластине; 
u  и v   компоненты скорости вдоль осей x и y соответственно; p   давление; u     v  
 турбулентное трение;   плотность;   динамическая вязкость. 

Для определения турбулентного трения  , входящего в уравнение движения (1), ис-
пользовалась трехпараметрическая модель турбулентности [6], обобщенная на течения с теп-
лообменом [7]. Модель включает уравнения переноса для напряжения сдвига u    v , энер-

гии турбулентности 20.5 iE u   и параметра 2E L  , предложенного А. Н. Колмогоро-

вым, имеющего физический смысл квадрата завихренности турбулентности и содержащего 
поперечный интегральный масштаб турбулентности L. 

Для определения турбулентного потока тепла tq , входящего в уравнение энергии, ис-

пользуется уравнение переноса для величины t pq c T   v , полученное в [23]. 

Эти уравнения для сжимаемого турбулентного пограничного слоя приведены в [6, 7, 23]. 
Система уравнений неразрывности, движения энергии и модели турбулентности реша-

лась при следующих граничных условиях. 
На стенке ( 0y  ): 

 0u   ,   wT T x ,  0E  ,  0
E

y





,  0  ,  0tq   (2) 

Граничное условие 0E y    позволяет определить величину  w x , которая заранее не-
известна. Граничное условие (2) принималось для заданной температуры стенки (  wT T x ). В 
качестве безразмерного критерия для заданной температуры стенки Tw принимался темпера-
турный фактор, который для сверхзвукового пограничного слоя принимался в виде 

w awT T  . 

На внешней границе пограничного слоя (  y x ): 
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  E E x ,   x  ,  0  ,   1u u x ,   1T T x ,  0tq   

Здесь  1u x ,  1T x  – функции, описывающие невязкое течение в набегающем потоке, а функ-
ции  E x  и  x  описывают характеристики турбулентности в этом течении. Величина  x  
выбирается из условия гладкого сопряжения решения с параметрами набегающего потока. 

В начальном сечении ( 0)х   задавался пограничный слой, толщина потери импульса 0   

в котором соответствовала числу ** 1 1 0 1Re 10u     , с ламинарным (по Блазиусу) профи-

лем скорости 1u u  [24] и температурой      2*
1 1 1 11T T T T u u    . Принималось, что 

    0ty q y   , а профили функций  E y ,  y  задавались так, как это делалось в [25]. 

Интенсивность турбулентности набегающего потока на входе 0 0 1 0.03e E u  . Величина 

масштаба турбулентности в начальном сечении 0L , как показано в [25], слабо влияет на ре-
зультаты расчетов, поэтому число Рейнольдса по этой величине было принято достаточно 
большим  5

1 1 0 1Re 10L u L    и в расчетах не менялось. 

Теплофизические свойства среды ( , , , )pc    в зависимости от температуры и давле-

ния задавались в табличном виде. В качестве теплоносителя использовался воздух с темпера-
турой и давлением торможения 300T    K и 0.1p   МПа, соответственно. 

3. Положительный градиент давления 

Расчетная модель представляла пластину длиной 1 метр, на первой (входной) части дли-
ной 0.1 метра которой число Маха набегающего потока M1 было постоянным, а на второй ча-
сти линейно изменялось до величины M2 = 1 (см. рис. 1, a). Длина входной части была выбрана 
из условий завершения перехода от ламинарного режима течения к турбулентному. 

На рис. 1, б для трех законов изменения числа Маха набегающего потока по длине пла-
стины (линии 13) представлено изменение безразмерного положительного градиента давле-
ния d dp x . Как видно, градиент давления с ростом начального числа Маха M1 существенно 
возрастает по длине. 

 

Рис. 1. Изменение числа Маха M (a) и безразмерного градиента давления d dp x  (б) по длине пластины 

Изменение параметров градиента давления  *·d d wp x    и торможения 

   2 2 3
1 1 1·d d ·d dK u x u p x u       по длине пластины на участке уменьшения числа Маха 

(см. рис. 1, a) приведено на рис. 2. Как видно из рис. 2, параметры   и K  растут по длине 

пластины, что обусловлено ростом градиента давления d dp x  (см. рис. 1, б). 
Скорость набегающего потока 1u  и турбулентное трение w  при этом падают, толщины 

вытеснения    и потери импульса    растут, но в разной степени, так что формпараметр 
H     по длине пластины уменьшается. Статическое давление p и плотность потока ρ 
растут по длине при неизменном давлении торможения p . 
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Рис. 2. Изменение параметров градиента давления β (a) и торможения K (б) по длине пластины для двух 
законов изменения числа Маха набегающего потока M и двух значений температурного фактора  

На рис. 3 представлено изменение по длине пластины величин коэффициента трения (a) 
и числа Стантона (б), входящих в определение коэффициента аналогии Рейнольдса 

Re 2St fK c . Как видно из рис. 3, коэффициент трения для течений с растущим градиентом 
давления существенно уменьшается по длине пластины и в большей степени для нагреваемой 
пластины ( = 1.5, линии 3, 4), чем для охлаждаемой ( = 0.5, линии 1, 2). 

 

Рис. 3. Изменение коэффициента трения (a) и числа Стантона (б) по длине пластины для двух 
законов изменения числа Маха набегающего потока и двух значений температурного фактора  

Изменение по длине пластины коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  приведено на 
рис. 4. Как видно, величина ReK  возрастает по длине, особенно в конце пластины, где коэф-
фициент трения существенно уменьшается при слабом изменении числа Стантона (см. рис. 3). 
Коэффициент аналогии Рейнольдса при этом сильнее возрастает для большого градиента дав-
ления (линии 2, 4). 

 

Рис. 4. Изменение по длине пластины коэффициента аналогии 
Рейнольдса ReK  для двух законов изменения числа Маха набе-
гающего потока и двух значений температурного фактора  

С использованием приведенных выше результатов расчетов характеристик течения и 
теплообмена получены зависимости коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  от параметров 
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градиента давления   и K , представленные на рис. 5. Как видно из рис. 5, а, результаты рас-
четов зависимости  ReK   в широком диапазоне значений параметра   хорошо обобщаются, 
в отличие от зависимости  ReK K  (рис. 5, б), где имеет место существенное расслоение рас-
четных зависимостей по величине градиента давления и температурного фактора. 

 

Рис. 5. Зависимость коэффициента аналогии Рейнольдса KRe от параметров градиента давления β 
(a) и K (б) для трех законов изменения числа Маха набегающего потока и двух значений темпе-
ратурного фактора  

4. Отрицательный градиент давления 

В случае отрицательного градиента давления расчетная модель аналогична приведенной 
выше для положительного градиента давления, за исключением того, что на первой (входной) 
части пластины длиной 0.1 метра число Маха набегающего потока было постоянным и равным 
M1 = 1, а на второй части линейно изменялось до величины M2 = 1.5 и M2 = 3 (рис. 6, a). 

 

Рис. 6. Изменение числа Маха M (a) и безразмерного градиента давления d dp x  (б) по длине пластины 

На рис. 6, б для двух законов изменения числа Маха набегающего потока по длине пла-
стины (линии 1, 2) представлено изменение безразмерного градиента давления d dp x . Как 
видно, градиент давления с ростом числа Маха по длине пластины возрастает (уменьшаясь по 
абсолютной величине) и тем сильнее, чем больше число Маха в конце пластины. 

Изменение параметров градиента давления  *·d d wp x    и ускорения 

   2 2 3
1 1 1·d d ·d dK u x u p x u       по длине пластины на участке возрастания числа Маха 

(рис. 6, a) приведено на рис. 7. 
Как видно из рис. 7, параметры   и K уменьшаются по длине пластины. При этом  , 

будучи отрицательным, по абсолютной величине увеличивается. Если уменьшение параметра 
ускорения K при уменьшении абсолютной величины градиента давления и росте скорости 
внешнего потока по длине пластины вполне ожидаемо, то увеличение абсолютной величины 
параметра градиента давления   может быть обусловлено значительным снижением трения 
на пластине и ростом толщины вытеснения, превалирующими над уменьшением абсолютной 
величины градиента давления. 
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Рис. 7. Изменение параметров градиента давления   (a) и торможения K (б) по длине пластины 
для двух законов изменения числа Маха набегающего потока M и двух значений температурного 
фактора  

На рис. 8 представлено изменение по длине пластины величин коэффициента трения (a) 
и числа Стантона (б), определяющих коэффициент аналогии Рейнольдса Re 2St fK с . Как 
видно из рис. 8, коэффициент трения с существенно уменьшается по длине пластины и в боль-
шей степени для нагреваемой пластины ( = 1.5, линии 3, 4), чем для охлаждаемой ( = 0.5, 
линии 1, 2). 

 

Рис. 8. Изменение коэффициента трения (a) и числа Стантона (б) по длине пластины для двух 
законов изменения числа Маха набегающего потока и двух значений температурного фактора  

Изменение по длине пластины коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  приведено на 
рис. 9.  

 
Рис. 9. Изменение по длине пластины коэффициента аналогии 
Рейнольдса KRe для двух законов изменения числа Маха набе-
гающего потока и двух значений температурного фактора  

Как видно, величина ReK  уменьшается за счет более сильного уменьшения по длине 
числа Стантона по сравнению с более слабым уменьшением коэффициента трения (см. рис. 8). 



Лущик В. Г., Решмин А. И. «Коэффициент аналогии Рейнольдса в сжимаемом турбулентном …» 

 9

Коэффициент аналогии Рейнольдса при этом сильнее уменьшается для большего по абсолют-
ной величине градиента давления (линии 2, 4) и большего температурного фактора. 

Приведенные выше результаты расчетов характеристик течения и теплообмена позво-
лили получить зависимости коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  от параметров градиента 
давления   и K, представленные на рис. 10. 

 
Рис. 10. Зависимость коэффициента аналогии Рейнольдса KRe от параметров градиента давления 
β (a) и K (б) для двух законов изменения числа Маха набегающего потока и двух значений тем-
пературного фактора  

Таким образом проведенное численное исследование показало, что коэффициент анало-
гии Рейнольдса в сжимаемом турбулентном слое с положительным градиентом давления воз-
растет, а с отрицательным градиентом давления уменьшается по длине пластины. Это является 
следствием турбулизации пограничного слоя в потоке с положительным градиентом давления 
и ламинаризации его в потоке с отрицательным градиентом давления. 

Это подтверждают представленные на рис. 11 расчетные профили интенсивности турбу-

лентности  e y  , где e E u  , в зависимости от универсальной координаты 

 
w

y yu    , где w wu      динамическая скорость,  w wu y      трение на 

стенке. 

 
Рис. 11. Расчетные профили интенсивности турбулентности 
при 1x   метр для пограничного слоя с нулевым (линия 1), 
положительным (линии 2, 3) и отрицательным (линии 4, 5) 
градиентом давления для температурного фактора  = 1.5 

Как видно из рис. 11, интенсивность турбулентности для пограничного слоя с положи-
тельным градиентом давления (линии 2, 3) возрастает, а с отрицательным (линии 4, 5)  падает 
по сравнению с нулевым градиентом давления (линия 1). 
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5. Заключение 

С использованием трехпараметрической дифференциальной RANS-модели турбулент-
ности проведено численное исследование сжимаемого турбулентного пограничного слоя с по-
ложительным и отрицательным градиентом давления в набегающем потоке. Градиент давле-
ния в расчетах был реализован за счет уменьшения или увеличения числа Маха по длине пла-
стины. Исследование проведено для ряда значений входного числа Маха и температурного 
фактора. 

Проведенное численное исследование показало, что коэффициент аналогии Рейнольдса 
в сжимаемом турбулентном слое с положительным градиентом давления возрастет, а с отри-
цательным градиентом давления уменьшается по длине пластины. Это является следствием 
турбулизации пограничного слоя в потоке с положительным градиентом давления и ламина-
ризации его в потоке с отрицательным градиентом давления и подтверждается возрастанием 
и падением интенсивности турбулентности для соответствующего градиента давления. 

В потоке с положительным градиентом давления коэффициент аналогии Рейнольдса 
ReK  существенно зависит от параметра градиента давления   и результаты расчетов для трех 

законов изменения числа Маха набегающего потока 3 M 1   и значений температурного 
фактора 0.5 1.5    достаточно хорошо обобщаются. 
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