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Abstract 

A compressible turbulent boundary layer in a supersonic flow on a cooled wall has been numer-
ically studied using a three-parameter differential RANS turbulence model. The study was car-
ried out for a number of values of the Mach number (from 2 to 8) and a number of values of the 
temperature factor (from 0.2 to 0.8). Using the results of calculations of the flow and heat trans-
fer characteristics, the dependences of the Reynolds analogy coefficient on the Mach number 
and the temperature factor are obtained. 

Keywords: RANS model of turbulence, Mach number, temperature factor, coefficient of fric-
tion, Stanton number, Reynolds analogy factor. 

 

Calculated values of the Stanton number as a function of the Reynolds 
number for the thickness of the momentum loss Re** for the temperature 
factor θ = 0.3 and the Mach numbers M = 2 ÷ 8 for a compressible turbulent 
boundary layer in a supersonic flow on a cooled wall 
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Аннотация 

С помощью трехпараметрической дифференциальной RANS-модели турбулентности вы-
полнено численное исследование турбулентного пограничного слоя в сверхзвуковом по-
токе сжимаемого газа на охлаждаемой стенке. Исследование проведено для ряда значе-
ний числа Маха (от 2 до 8) и ряда значений величины температурного фактора (от 0.2 до 
0.8). С использованием полученных в расчетах характеристик течения и теплообмена 
найдены зависимости коэффициента аналогии Рейнольдса от числа Маха и температур-
ного фактора. 

Ключевые слова: RANS-модель турбулентности, число Маха, температурный фактор, ко-
эффициент трения, число Стантона, коэффициент аналогии Рейнольдса. 

1. Введение 

В инженерной практике при расчете теплообмена на охлаждаемых элементах конструк-
ций для определения теплового потока в стенку (числа Стантона St) используют аналогию 
Рейнольдса и вводят соответствующий коэффициент, который для пограничного слоя на пла-
стине записывается в виде 
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    температура теплоизолированной 

стенки; r   коэффициент восстановления и    показатель адиабаты для воздуха приняты 

равными 1/3Prr   и 1.4  . 
При расчете числа Стантона через коэффициент аналогии Рейнольдса и коэффициент 

трения следует отметить, что коэффициент трения fc  практически не зависит от числа 
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Прандтля Pr и может быть рассчитан по известным зависимостям от чисел Рейнольдса Re и 
Маха M. 

Число St зависит от температуры стенки, поэтому в число определяющих параметров, 
от которых зависит ReK , кроме чисел Re, M и Pr, войдет безразмерная температура охлажда-
емой стенки w awT T    температурный фактор. 

Обзор методов расчета турбулентного пограничного слоя в сверхзвуковом потоке пред-
ставлен в [1]. В инженерной практике распространены интегральные методы расчета [24], 
основанные на использовании соотношений импульса и энергии, замкнутых алгебраиче-
скими зависимостями для коэффициента трения, формпараметра и числа Стантона. В [2, 3] 
разработаны методики расчета турбулентного пограничного слоя в сверхзвуковых потоках 
применительно к соплам жидкостных ракетных двигателей (ЖРД) с экстремальными темпе-
ратурами, давлением и числами Маха. 

Ограничение интегральных методов расчета связано с необходимостью использования 
информации о профилях скорости и температуры и неуниверсальностью при изменении гра-
ничных условий, связанных с тепловым режимом стенки. Все это было причиной перехода к 
дифференциальным методам расчета, обзор которых также содержится в [1]. 

Для расчета пограничных слоев в сверхзвуковых потоках с переменным числом Маха, 
например в соплах [5], на основе RANS-модели турбулентности [6, 7] разработана методика, 
которая прошла проверку для задач дозвукового течения и теплообмена в пограничных слоях 
и каналах [8]. Сравнительный анализ метода интегральных соотношений, алгебраической и 
группы дифференциальных моделей турбулентности, проведенный в [9], показал, что модель 
турбулентности [6, 7] по результатам расчета пограничных слоев в соплах ЖРД не уступает 
лучшим дифференциальным моделям турбулентности, а по возможностям учета внешних 
воздействий превосходит их. 

Для верификации RANS-модели турбулентности [6, 7] в сверхзвуковом потоке в [10] 
проведены расчеты пограничного слоя на пластине, которые показали удовлетворительное 
согласование с известными экспериментальными данными по интегральным и локальным 
характеристикам течения и теплообмена в широком диапазоне изменения чисел Рейнольдса 
и Маха. 

С использованием RANS-модели турбулентности [6, 7] в [11] проведено численное ис-
следование сжимаемого турбулентного пограничного слоя в сверхзвуковом потоке с положи-
тельным и отрицательным градиентом давления, который был реализован за счет изменения 
числа Маха набегающего потока по длине пластины. Исследование проведено для ряда значе-
ний входного числа Маха (от 1 до 3) и двух значений величины температурного фактора (0.5 и 
1.5). С использованием результатов расчетов характеристик течения и теплообмена получены 
зависимости коэффициента аналогии Рейнольдса от параметра градиента давления. 

Целью настоящей работы является численное исследование динамического и теплового 
турбулентного пограничного слоя в потоке сжимаемого газа на охлаждаемой стенке в широ-
ком диапазоне чисел Маха и температурного фактора. 

2. Постановка задачи 

Для расчета течения и теплообмена в сверхзвуковом сжимаемом турбулентном погра-
ничном слое с заданным градиентом давления использовалась система уравнений неразрыв-
ности, движения и энергии [2]. 
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Здесь x  координата, направленная вдоль пластины; y  координата, отсчитываемая по нор-
мали к пластине; u  и v   компоненты скорости вдоль осей x и y соответственно; p   давле-
ние; u     υ   турбулентное трение;    плотность;    динамическая вязкость. 

Для определения входящего в уравнение движения (1) турбулентного трения   ис-
пользовалась трехпараметрическая дифференциальная модель турбулентности [6], обобщен-
ная на течения с теплообменом [7]. Модель включает уравнения переноса для напряжения 
сдвига u   υ , энергии турбулентности 20.5 iE u   и параметра 2E L  , предложен-

ного А.Н. Колмогоровым, имеющего физический смысл квадрата завихренности турбулент-
ности и содержащего поперечный интегральный масштаб турбулентности L. 

Для определения входящего в уравнение энергии турбулентного потока тепла 
t pq c T   υ  используется полученное в [12] уравнение переноса для этой величины. Эти 

уравнения для сжимаемого турбулентного пограничного слоя приведены в [6, 7, 12]. 
Система уравнений неразрывности, движения энергии и модели турбулентности реша-

лась при следующих граничных условиях. 
 На стенке ( 0y  ): 

 0u  υ ,   wT T x ,  0E  ,  0
y





,  0  ,  0tq   (2) 

Граничное условие (2) принималось для заданной температуры стенки wT , в качестве 
безразмерного критерия которой использовался температурный фактор. Для сверхзвукового 
пограничного слоя температурный фактор принимался в виде w awT T  . 
 На внешней границе пограничного слоя ( ( )y x ): 

  E E x ,  x  , 0  ,  1u u x ,  1T T x , 0tq   (3) 

Здесь 1 1,u u T T  , – скорость и температура набегающего потока, а функции ( )E x  и  x  
описывают изменение уровня турбулентности в потоке. Величина ( )x  в граничном условии 
(3) выбирается из условия равенства расстоянию от стенки при значении скорости, равной 
99 % от скорости набегающего потока. 

В начальном сечении ( 0)х   задавался пограничный слой с ламинарным (по Блазиусу) 

профилем скорости 1u u  и температурой      2*
1 1 1 11T T T T u u    . Принималось, что 

    0ty q y   , а профили функций  E y ,  y  задавались постоянными по сечению. Ин-

тенсивность турбулентности набегающего потока на входе 0 0 1 0.01e E u  . Масштаб тур-

булентности 0L  в начальном сечении слабо влияет на результаты расчетов, поэтому число 

Рейнольдса по этой величине было принято достаточно большим  5
1 1 0 1Re 10L u L    и 

при проведении расчетов не менялось. 
В качестве теплоносителя использовался воздух с термодинамической температурой 

1 100T   K. Теплофизические свойства воздуха  , , , pc    в зависимости от температуры 

и давления задавались в табличном виде.  

3. Результаты расчета 

В качестве расчетной модели рассматривалась пластина с температурой поверхности 
wT , определяемой из задаваемого температурного фактора w awT T  , в котором темпера-

тура адиабатной (теплоизолированной) стенки awT  рассчитывалась по числу Маха набегаю-
щего потока M1. Длина пластины была выбрана достаточной для прохождения ламинарно-
турбулентного перехода и установления развитого турбулентного режима течения. 
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На рис. 1 для ряда чисел Маха представлено изменение в зависимости от числа Рей-
нольдса ** **

1 1 1Re u    по толщине потери импульса **  величин коэффициента трения (a) 
и числа Стантона (б), входящих в определение коэффициента аналогии Рейнольдса 

Re 2 x fK St c . Как видно из рис. 1, а, коэффициент трения уменьшается по длине пластины, 

но в меньшей степени, чем число Стантона (рис. 1, б). Это уменьшение возрастает с ростом 
числа Маха по сравнению с зависимостями Никурадзе для турбулентного режима течения 

 
0.182**0.0148 Refc


  , 3/4St 2 Prx fc   , 3 4
Re 2St Prx fK c    (4) 

и Блазиуса для ламинарного режима течения несжимаемой жидкости (см. в [13]) 

 **0.441 Refc  , 2 3St 2 Prx fc   , 2 3
Re 2St Prx fK c    (5) 

 

Рис. 1. Изменение коэффициента трения (a) и числа Стантона (б) в зависимости от числа 
Рейнольдса по толщине потери импульса Re** для чисел Маха M = 2, 4, 6, 8 (линии 14 
соответственно при значении температурного фактора 0.3  ; точки – эксперименталь-
ные данные [14] для 0.3   и чисел Маха M = 5.9 ÷ 7.7; линия 5 – турбулентный режим 
течения (4), 6 – ламинарный режим (5) 

Для верификации полученных результатов численного исследования проведено срав-
нение расчетной зависимости коэффициента трения  **Refc  при значении температурного 

фактора 0.3   для числа Маха M = 6 (рис. 1, а, линия 3) с экспериментальными данными 
[14] для 0.3   и чисел Маха M = 5.9 ÷ 7.7 (рис. 1, а, точки). Как видно из рис. 1, а, согласо-
вание расчетных и экспериментальных данных вполне удовлетворительное, также как и для 
формпараметра H (см. рис. 2). 

 

Рис. 2. Изменение формпараметра * **H    в зависимости от числа Маха 
M для двух значений температурного фактора: 0.3   – линия 1, 0.5   – 
линия 2; точки – экспериментальные данные [14] для 0.3   и 0.5   
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Изменение коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  в зависимости от числа Рейноль-
дса по толщине потери импульса Re для значения температурного фактора 0.3   приве-
дено на рис. 3. Как видно, величина ReK  после перехода от ламинарного режима течения к 
турбулентному (при 3Re 2 10   ) остается практически постоянной для каждого из рас-
смотренных чисел Маха. Отметим, что при этом коэффициент трения и число Стантона (см. 
рис. 1) существенно уменьшаются с ростом числа Рейнольдса Re . 

 

Рис. 3. Изменение коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  в за-
висимости от числа Рейнольдса по толщине потери импульса 
Re** для чисел Маха M = 2, 4, 6, 8 (линии 14 соответственно) при 
значении температурного фактора 0.3  ; линия 5 – турбулент-
ный режим течения (4) для дозвукового пограничного слоя 

Аналогичная ситуация имеет место и при других значениях температурного фактора  
( 0.2  , 0.4, 0.6, 0.8). Это позволило представить полученные результаты численного иссле-
дования в виде зависимостей коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  при 8Re 10x   от 
числа Маха (рис. 4, а) для ряда значений температурного фактора и от температурного фак-
тора (рис. 4, б) для ряда значений числа Маха. 

 

Рис. 4. Изменение коэффициента аналогии Рейнольдса ReK  в зависимости от числа Маха M (а) 
для значений температурного фактора θ = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 (линии 14 соответственно) и темпе-
ратурного фактора θ (б) для значений числа Маха M = 2, 4, 6, 8 (линии 58 соответственно) 

Как видно из рис. 4, коэффициент аналогии Рейнольдса Re 2 fK St c  уменьшается с 
ростом числа Маха M и температурного фактора  , что свидетельствует о существенном 
снижении теплоотдачи (числа Стантона, рис. 1, б) по сравнению с менее значительным 
уменьшением коэффициента трения fc  (рис. 1, а), что является следствием влияния величин 
M и   на характеристики турбулентности пограничного слоя. 
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Это подтверждают представленные на рис. 5 расчетные профили интенсивности турбу-

лентности  e y  , где e E u  , в зависимости от универсальной координаты 

 wy yu    , где w wu      динамическая скорость,  w wu y      трение на 

стенке. 

 

Рис. 5. Расчетные профили интенсивности турбулентности в пограничном слое при 8Re 10x  , 
числе Маха M = 4 для значений температурного фактора θ = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 (линии 14 соответ-
ственно) (а) и для значения температурного фактора θ = 0.3 (б) при числах Маха M = 2, 4, 6, 8 
(линии 58 соответственно) 

Как видно из рис. 5, интенсивность турбулентности вблизи стенки (при 10y  ) прак-
тически не зависит от числа Маха и температурного фактора, тогда как во внешней части 
пограничного слоя (при 10y  ) с ростом температурного фактора и числа Маха интенсив-
ность турбулентности снижается, следствием чего является уменьшение коэффициента ана-
логии Рейнольдса (см. рис. 4). 

4. Заключение 

С использованием трехпараметрической дифференциальной RANS-модели турбулент-
ности проведено численное исследование сжимаемого турбулентного пограничного слоя на 
охлаждаемой стенке. Исследование проведено в диапазоне значений числа Маха M 2 8   и 
температурного фактора 0.2 0.8   . 

Для верификации результатов численного исследования проведено сравнение расчет-
ной зависимости коэффициента трения   Refc   и формпараметра H при значении темпера-
турного фактора 0.3   для числа Маха M = 6 с экспериментальными данными для 0.3   
и чисел Маха M = 5.9 ÷ 7.7. Согласование расчетных и экспериментальных данных вполне 
удовлетворительное.  

Проведенное численное исследование показало, что коэффициент аналогии Рейнольдса 
в сжимаемом турбулентном пограничном слое уменьшается с ростом числа Маха и темпера-
турного фактора за счет существенного уменьшения числа Стантона по длине пластины и в 
меньшей степени уменьшения коэффициента трения. Это является следствием влияния числа 
Маха M и температурного фактора θ на характеристики турбулентности в сверхзвуковом по-
токе и подтверждается снижением интенсивности турбулентности по толщине пограничного 
слоя. 
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