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Abstract 

The paper describes a numerical method for solving elliptic differential equations (on unstruc-
tured computational grids), which is based on a nonlinear compact polynomial computational 
scheme and a method for approximate transition from elliptic equations to a system of hyper-
bolic equations. Some examples of initial testing of the computational method proposed in the 
paper are given. 
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Аннотация 

В работе описан численный метод решения эллиптических дифференциальных уравне-
ний (на неструктурированных расчетных сетках), который основывается нелинейной 
компактно-полиномиальной вычислительной схеме и способе приближенного перехода 
от уравнений эллиптического типа к системе гиперболических уравнений. Приведены 
некоторые примеры первоначального тестирования, предложенного в работе вычисли-
тельного метода. 

Ключевые слова: математическое моделирование, неструктурированные расчетные сет-
ки, разработка численных методов.  

1. Введение 

Как известно гиперболические и эллиптические типы систем уравнений встречаются 
при математическом моделировании упругих, термодеформационных и упругопластических 
взаимодействий в материалах конструкции различного рода объектов (летательных аппара-
тов  ЛА), при описании течений газа или плазмы с умеренными и большими числами Рей-
нольдса, а также при математическом моделировании волновых полей в сложных средах. 

Во всех указанных случаях используют следующую группу вычислительных методов 
[1-3]: метод конечных объемов, метод конечных элементов, метод опорных операторов, а 
также сеточно-характеристический метод и метод сглаженных частиц. Заметим, что одной 
из основных трудностей при решении уравнений конвекции-диффузии и линейной термо-
упругости является необходимость подавления нефизичных осцилляций в численном ре-
шении. Такие осцилляции могут возникать в задачах с доминирующей конвекцией в погра-
ничных и внутренних слоях, в задачах с доминирующей диффузией на неортогональных 
сетках, а также в случае сильно анизотропии изучаемой сплошной среды. 

Наиболее часто при решении задач указанного класса задач применяются консерва-
тивные схемы. К консервативным схемам относятся следующие вычислительные методы: 
метод конечных объемов с многоточечной дискретизацией потока [4] (MPFA – multipoint 
flux approximaion), метод смешанных конечных элементов [5] (MFE – mixed finite element), 
метод опорных операторов [6, 7] (MFD – mimetic finite difference). Следует отметить вари-
ант метода конечных объемов, который описан в работах [8][17]. Данный метод основан 
на схеме дискретизации уравнения диффузии с полным анизотропным разрывным тензором 
диффузии на неструктурированных сетках с многогранными ячейками [10, 18]. Он относит-
ся к классу методов с нелинейной дискретизацией потоков, обеспечивает аппроксимацию 
потоков и сохраняет неотрицательность дискретного решения. 
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Рассмотрим теперь численные методы (повышенного и высокого порядка точности), 
применимые для описания термоупругих деформаций и интерференции системы упругих 
волн в анизотропном материалах, а также для решения эллиптических вариантов уравнений 
Навье-Стокса. К схемам повышенного и высокого порядков точности относят схемы ENO, 
WENO, компактные схемы, а также вычислительные схемы, основанные на решении про-
долженных (дифференциально) систем уравнений. 

В схемах ENO (essentially nonoscillatory) TVD-ограничение [19] заменяется требовани-
ем, уменьшающим количество возникающих экстремумов, допуская их появление при 
наличии ограничения на их величину. Алгоритмически это обеспечивается выбором вычис-
лительного шаблона полиномиальной интерполяции высокого порядка, обеспечивающим 
наименьшие осцилляции из всех возможных. В то время как схемы ENO используют наибо-
лее гладкий из нескольких шаблонов, схемы WENO (weighted essentially nonoscillatory) [20, 
21] выбирают усредненный с весами шаблон, использующий все возможные шаблоны. Веса 
подбираются на основе локальной гладкости решения таким образом, чтобы они были 
близки к нулю для негладких шаблонов, но были оптимальны в областях гладкости реше-
ния. WENO-схемы действуют по аналогии с ENO-схемам возле разрывов первого рода, но в 
областях гладкости решения WENO-схемы ближе к центрированным противопоточным 
схемам. К недостаткам WENO схем можно отнести их неэкономичность и необходимость 
специальных видоизменений в окрестности расчетных границ. 

Компактные схемы используют уравнения, которые связывают значения результата в 
нескольких соседних точках со значениями данных в нескольких соседних точках. Это поз-
воляет повысить порядок аппроксимации, не увеличивая шаблон [22, 23]. Класс консерва-
тивных абсолютно устойчивых компактных схем, монотонных в широком диапазоне значе-
ний локального числа Куранта для решения квазилинейных уравнений гиперболического 
типа представлен в работах [24, 25]. Отметим также, что существует и другой подход (со-
ставные компактные схемы), позволяющий поднять порядок аппроксимации схемы без рас-
ширения пространственного шаблона. Для этого можно при решении задачи интерполяции 
использовать не только значения искомой функции в узлах, но и значения её производной. 

Характеристические свойства гиперболических систем уравнений сохраняются и в 
следствиях (дифференциальных) исходных уравнений, получаемых дифференцированием 
исходных уравнений (продолженных или расширенных системах уравнений). Такие про-
долженные системы используются для построения схем высокого порядка аппроксимации 
на нерасширяющемся шаблоне, в том числе монотонных схем [26, 27].  

Для решения задач (требующих прецизионного моделирования волновых процессов), 
в которых фигурируют гиперболические системы уравнений, относительно часто применя-
ют сеточно-характеристический метод. К таким задачам относятся математическое модели-
рование состояния сплошной линейно-упругой среды [28, 29, 3133] (в том числе, в анизо-
тропном случае [3033]). Использование неструктурированных расчетных сеток позволяет 
проводить численное моделирование границ (в том числе контактных) сложной формы. 
Отметим также, что математическое моделирование волновых полей в сложных средах 
важно в задачах радиолокации, антенной техники, в задачах электроразведки. 

2. Приближенная характеристическая форма для уравнений 
эллиптического типа на неструктурированных расчетных сетках 

Рассмотрим систему уравнений, описывающую упругое изотропное формирование 
термоупругих напряжений 
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где ( , )V r t
 

 – скорость (производная смещения среды); ( , )r t


 – тензор напряжений Коши; 

  – плотность; F


 – вектор массовых внешних сил, действующих на единицу массы кон-

струкцию; ,p sc c – скорости продольных и поперечных упругих волн соответственно; 
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K
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 
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 и b
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  
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; I  – единичный тензор второго ранга; r



 – радиус-вектор; t – время. 

При условии 1T T   температурную деформацию T
ij  в ЛА можно считать пропор-

циональной изменению температуры  3 2T
ij T T      , где T  – является коэффициен-

том теплового расширения материалов ЛА. В этом случае тензор напряжений ik  будет 
определяться соотношением Дюамеля – Неймана [28], [29] 
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– тензор деформации. Последнее уравнение данной системы получается дифференцирова-
нием по времени t  закона Гука, в нем ,   – параметры Ламе, которые определяют упругие 
свойства материала. Скорость продольных упругих волн в линейно-упругой среде можно 
найти по формуле:  2pc     . Скорость поперечных волн вычисляется в соответ-

ствии с выражением: sc   .  
Считая, что скорость акустических волн в конструкционных элементах летательных 

аппаратов существенно больше скорости распространения в них тепловых волн можно 
ограничиться решением квазистатической задачи термоупругости. Предполагая также вы-

полненным условие пренебрежения слагаемым вида  rot rot( ) 0U 


 (т.е. имеется возмож-

ность введения понятия термоупругого потенциала перемещений  gradU Ф


 [28]) можно 

свести обсуждаемую задачу к нахождению термического потенциала Ф  путем решения 
упрощённого варианта уравнений термоупругих напряжений 

     
 

 
 

3 2 1
div grad

2 1T TФ
  

   
  
 

 
 

,   gradU Ф


, 

где   – коэффициент Пуассона; ,   – коэффициенты Ламэ; 0T T    – избыточная тем-
пература; U r r 

  
 – перемещение; T  – коэффициент термического расширения; Ф  – 

термоупругий потенциал. Здесь r


 и r 


 радиус векторы точек областей до r


 и после r 


 
термической деформации. Отметим, что математическая запись данного уравнения соот-
ветствует эллиптическому (1) типу уравнения.  



Кузенов В.В., Рыжков С.В. «Разработка метода решения эллиптических...» 

 5

Пространственное распределение термических напряжений ik  находится подстанов-
кой найденных значений термоупругого потенциала Ф  в выражение  gradU Ф


 и далее в 

соотношение Дюамеля – Неймана [28],[29]. 
Для поиска численного решения приведем переход к приближенной (гиперболиче-

ской) форме (2) представления упрощённого варианта уравнения термоупругих напряже-
ний. Для этого эллиптическое уравнение (1) переформулируется (на основе Cattaneo 
Approximation) и записывается в виде гиперболической по типу системы уравнений (3), в 

котором градиенты  u  от решения u  вводятся, как дополнительные уравнения (неиз-

вестные переменные). 
В стандартной (эллиптической) форме записи уравнение диффузии выглядит следую-

щим образом (1): 

   div v u f  , (1) 

где  , ,u x y z  – может представлять собой термоупругий потенциал Ф  перемещений U


 

(уравнения линейной термоупругости), температура T  (уравнение теплопроводности) или 

скорость (вариант уравнений Навье  Стокса); v  – положительный транспортный коэффи-

циент (например: коэффициент теплопроводности); f  – источник внешнего воздействия.  

Источник  , ,f x y z  может быть линейной функцией  пространственных переменных 

 , ,x y z  или нелинейный функцией  f u  решения  , ,u x y z . Известно [4043], что точ-

ность численного определения градиента  u  от решения  , ,u x y z  заметно ухудшается 

на неструктурированной расчетной сетке. Здесь отметим, что переход к приближенной 
форме (2) представления уравнений диффузионного типа позволяет частично преодолеть 
отмеченную трудность. 

Способ приближенного перехода от уравнений эллиптического (диффузионного) типа 
(1) к системе гиперболических (Cattaneo Approximation) уравнений (2) основан на введение 
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u





, 
p





, 
q





, 
r





, а также дополнительных (по отноше-
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r
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r
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T z v
  

  
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, (2) 

где   – псевдопеременная эквивалентная временной переменной t , rT  – свободный пара-

метр физически эквивалентный времени релаксации; p , q  и r   – переменные, описываю-

щие градиент    , ,
T

p q r v u  . 

Заметим, что приведенная выше система (2) дифференциальных уравнений в частных 

производных эквивалентна (при условии , constrT v  ) следующему уравнению смешанного 

типа 
2 2 2 2

2 2 2 2
r

u u u u u
T v

x y z

     
         

. Из формы записи данного уравнения следует, что в 

случае 0rT   система уравнений (2) близка к «параболическому» варианту, а при rT   
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к полностью «гиперболическому» типу уравнения. В установившемся состоянии i  систе-
ма (2) приближается к исходному эллиптическому уравнению (1). 

Рассмотрим гиперболическую (приближенную) формулировку уравнения (1), пред-
ставленную в предобусловленной консервативной форме (3) 

 1 U F G H
P S
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    
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uF

 
 
   
 
  


,  

0

0

q

G
u

 
 
    
  


,  

0

0

r

H

u

 
 
   
 
  


,  

f

p v
S

q v

r v

 
 
    
  


, 

где  , ,
T

u u u
p v q v r v v u

x y z

   
        

. 

Для придания безразмерного вида гиперболической формулировке диффузионных 
уравнений отнесем все переменные, входящие в систему уравнений (3), к их характерным 

значениям, а пространственные  , ,x y z  и временную   переменные соответственно к ха-

рактерному размеру L  и характерному времени :t  

 
t




 , 
x

x
L

 , 
y

y
L

 , 
z

z
L

 , 
 2

v
v

L t 

 , 

 r
r

T
T

t
 , r

r
L

L
L

 , 
u

u
U

 , 
 

p
p

U L 

 ,
 

q
q

U L 

 , 
 

r
r

U L 

  

Далее рассмотрим обобщенную криволинейную систему координат ( 1 2, ,q q    

3q  ) и сформулируем (в безразмерной «гиперболической» форме) относительно неё 

уравнения   div v u f   и    , , Tp q r v u   

 11 2 3

P Q Ru
S

q q q
  


  

   
   

, 

 
 

1 2 3
r r

x P x Q x RT Tp u u u
x x x A

v v vq q q
     

  
                    

, 

 
 

1 2 3
r r

y P y Q y RT Tq u u u
y y y B

v v vq q q
     

  
                    

, 

 
 

1 2 3
r r

z P z Q z RT Tr u u u
z z z C

v v vq q q
     

  
                    

, 

 a x y x y x y        ,   b x z x z x z        ,   c y z y z y z        , 

 
q r

A a b
t t

 
 

 
,   

p r
B a c

t t

 
 

 
,    , ,T x y z , (4) 
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где  , , TP x p y q z r Q x p y q z r R x p y q z r                     – контравариантный 

вектор;      1
P Q R

S f g g g
g g g
  

  
  

    
  

; det ikg g  – фундаментальный 

определитель метрического тензора ikg ; x x    , y y    , z z    , x x    , 

y y    , z z    , x x    , y y    , z z    . 

Тогда в криволинейной системе координат  1 2 3, ,q q q  уравнения (1) примут вид век-

торного варианта уравнения переноса (5):  

 
1 2 3

U F U G U H U
P P P PS

q q qU U U
           

                  

       
   , (5) 

 

u

p
U

q

r

 
 
 
 
 
 


,   

0

0

P

u
F

 
  
 
 
 


,   

0

0

Q

G
u

 
 
 
 

 
 


,   

0

0

R

H

u

 
 
 
 
  


,   

 
 
 

1

r

r

r

S

x P x Q x R v T A v
S

y P y Q y R v T B v

z P z Q z R v T C v

     

     

     

 
     
    
     


, 

Здесь использована следующая (6) запись матриц Якоби 
F

U





 , 

G

U





 , 

H

U





  и матрицы P : 

 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

x y z

xF
yU
z

  







   
   
 
  


 ,   

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

x y z

xG
yU
z

  







   
   
 
  


 , 

 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

x y z

xH
yU
z

  







   
   
 
  


 ,   

1 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

r

r

r

v T
P

v T

v T

 
 
 
 
 
 

 (6) 

Отметим, что численный способ (основывается на методе расщепления по физиче-
ским процессам) нахождения решения системы уравнений (5) состоит из двух этапов. На 
первом этапе решается система уравнений (6) без учета членов rT A v , rT B v  и rT C v . На 
втором этапе осуществляется их учет. Для упрощения дальнейшего анализа введем единич-
ный вектор  , ,x y zn n n n


, который имеет следующие компоненты: 

 , , T
x y zn n x n y n z     


 для направления 1q ;  

 , , T
x y zn n x n y n z     


 для направления 2q ;  

 , , T
x y zn n x n y n z     


 для направления 3q . 

Матрицы 
F

P
U





 , 

G
P

U





 , 

H
P

U





  можно описать в общей (единой) форме (7) 

 

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

x y z

x r
i

y r

z r

n n n

vn T
PA

vn T

vn T

   
 
   
 
  

 (7) 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2025 Т.26(2)     http://chemphys.edu.ru/issues/2025-26-2/articles/1169/ 

 8

С учетом соотношений (4)(7) приходим к следующей обобщенной форме (8) гипер-
болического варианта уравнения диффузионного типа 

 
3

1
i i

i

U U
PA PS

q 

 
 

 
  

 (8) 

Найдем собственные значения   матрицы iPA  из условия (характеристического 

уравнения) существования невырожденного решения (9) 

  2 2 2 2 2
0 0

0
0 0

0 0

r
r

r

r

n n n

vn T
v T n n n

vn T

vn T

  


  








 




  


      


 (9) 

Отсюда следует, что собственные значения симметричной матрицы  1 i
i i iPA R R   

определяются, как  1,2 3 4, 0, 0rv T       и могут быть использованы при записи 

диагональной матрицы i  (10) 

 

0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

i




 
    

  

,  1,3i  ,  r rv T v L    (10) 

Матрица iPA  является особенной т.к. 3 40, 0   . Напомним, что для собственных 

значений 3,4 0   система уравнений (11) перестает быть гиперболичной. Левые k  и пра-

вые jr  собственные вектора матрицы iPA  находятся из соотношений k k
i kPA   , 

 j j
i jPA r r    и условий ортогональности   , 0k jr  , k j . Вектора k  с учетом соб-

ственных чисел 1,2 3,4, 0rv T     определяются из решения системы уравнений: 

k k
i kPA   , 1,3k  . Для 1,2 rv T    имеем: 1 , , , ,

2 2 2 2

T

r

n n nv

L
       

 
  

2 , , ,
2 2 2 2

T

r

n n nv

L
        

 
 . При этом правые собственные вектора jr  находятся с 

учетом условия ортогональности  , 0k jr  , k j .  

В вырожденном случае 3,4 0   имеем:  3 0, , ,0 Tn n   ,  4 0, ,0, Tn n   . Здесь 

заметим, что вектора 3 4,   линейно зависимы (это допустимо т.к. 3,4 0   и матрица iPA  

вырождена), но ортогональны векторам 1 2,  . 

Строки, состоящие из левых собственных векторов k , образуют матрицу iR  (11) 

 

2 2 2 2

2 2 2 2
0 0

0 0

r

i
r

n n nv

L
n n nv

R
L

n n

n n

  

  

 

 

 
   

 
 
     
 
 
  

, 1,3i   (11) 



Кузенов В.В., Рыжков С.В. «Разработка метода решения эллиптических...» 

 9

Столбцы, состоящие их правых собственных векторов kr , образуют матрицу 1 T
i iR R   

(12) 

 1

0 0
2 2

2 2

0
2 2

0
2 2

r r

i

L L

v v
n n

n n
R

n n
n

n n
n

 
 

 


 




  
 
  
 

  
   
 
 
   
 

, 1,3i   (12) 

Таким образом, характеристическая форма гиперболического варианта диффузионно-
го уравнения может быть следующим образом (13) представлена через квазиинварианты 

Римана  iR U


 

 
     1 2 31 1 1 2 1 3

1 2 31 2 3

R U R U R UU
R R R PS

q q q
  

  
      

   

   
 (13) 

При записи уравнений (13) неявно используются дополнительные предположения ви-

да: 0iR    , 0i
iR q   , 1,3i  . Однако следует заметить, что введение в уравнениях 

(14) матрицы iR  под знак производных iq   формирует в данных уравнениях источник 
вычислительной ошибки. Поэтому вышеприведенные уравнения необходимо изменить сле-
дующим образом (14):  

 
       

3
1 2 31 1 1 2 1 3 1

1 2 31 2 3
1

i
i i i

i

R U R U R UU
R R R R R q U PS

q q q
   



  
          

    
    

, (14) 

 

   
   

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0

0 0

i i i ir

i

i i i i ir

i i

i i

n n nv

q q q qL

n n nR v
q q q q qL

n q n q

n q n q

  

  

 

 

          
                   

                                  
 

    
     

, 1,3i   

Характеристическое представление (14) систем уравнений в частных производных ги-
перболического типа (8) служит основой для «характеристических» и «сеточнохарактери-
стических» методов численного решения этих уравнений. Для эффективного поиска чис-
ленного решения уравнений (14) в работе [39] была предложена и использована компактно-
полиномиальная вычислительная схема, а также рациональный вариант метода Рунге –
 Кутта. Шаг по времени t  необходимый для интегрирования данной системы уравнений 
(14) выбирается из условия выполнения локального (по пространству) критерия устойчиво-
сти Куранта – Фридрихса – Леви.  
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3. Вычислительная методика решения гиперболического варианта 
уравнений эллиптического типа на неструктурированных расчетных 
сетках 

Одним из ключевых моментов при построении численного решения гиперболического 
варианта уравнения диффузионного типа является выбор способа дискретизация расчетной 
области и типа используемой в ней расчетной сетки. Здесь можно отметить, что наиболее 
предпочтительной расчетной сеткой для разрабатываемого вычислительно метода является 
гексагональная нерегулярная расчетная сетка. В рамках данной работы рассматриваются 
следующий способ получения гексагональной нерегулярной расчетной сетки: на основе пе-
рестроения (до гексагональных) симплициальных конечных элементов – треугольников в 
двумерном случае и тетраэдров в трехмерном [34].  

В дальнейшем будем считать, что вся расчетная область разбивается на конечное чис-
ло непересекающихся контрольных объемов i  – криволинейных  параллелепипедов (гек-

саэдров), которые покрывают всю расчетную область i
i

    вплоть до её границы. 

Здесь отметим, что объединение i
i

    представляет исходную расчетную область   с 

некоторой погрешностью аппроксимации геометрии исходной области. Будем рассматри-
вать случай нахождения физических переменных в центрах сеточных ячеек (контрольных 
объемов). Под центром ячейки будем понимать некоторую точку строго внутри расчетной 
ячейки. Граница ячейки может быть представлена в виде: 

i

i ik
k

С C


   , где i  –  множе-

ство ячеек, имеющих общую грань с ячейкой под номером i ; ikC  – совокупность граней, 
разделяющих ячейки i  и k  будем называть сегментом.  

Следующим шагом методики является переход к криволинейным координатам , ,    
при локальном нахождении решения гиперболического варианта диффузионного уравне-
ния. После этого шага в окрестности расчетной ячейки i  (в координатах , ,   ) гексаго-
нальная неструктурированная расчетная сетка локально становится «квазиструктурирован-
ной». При этом в силу компактности шаблона аппроксимации, переход от исходной криво-
линейной (физической) расчетной области к некоторой обобщенной нормализованной по 
форме области может быть осуществлен не глобальным способом, а локально в рамках 
каждой отдельной расчетной ячейки i . 

В целом нахождение численного решения гиперболического варианта диффузионного 
уравнений (1) можно описать с помощью двух этапов (шагов): этапа «предиктор», этапа 
«корректора» [39]. Необходимость в этапе «корректор» обусловлена требованием восста-
новления консервативности уравнений (1), которая была утрачена при численной реализа-
ции этапа «предиктор». 

Поиск решения на этапе «предиктор» основывается на характеристической форме (16) 
гиперболического варианта диффузионного уравнения. При практическом использовании 
характеристической формы (16) необходимо сначала воспользоваться методом расщепле-
ния (напомним, что данный метод не является консервативным) по пространственным ко-

ординатам iq =  , ,   . Этот вариант метода расщепления (учет правой части PS


 выпол-

нен в виде отдельного этапа) приводит для системы уравнений (16) к четырем векторным 
одномерным уравнениям (15) 

 
   1 1ii i

i i i si

R UU
R R DR U F

q
 


    

 

  
, (15) 
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   

3 3
1 2 1j i

s j j j jj
j i j i

R U
F R R R q U

q
 

 


      

 


 
, 1,3i   

В рамках такого локально-одномерного подхода для поиска численного решения 
уравнений (15) применяется нелинейная квазимонотонная компактная разностная схема по-
вышенного порядка точности [35, 36]. Для этого система уравнений (15) записывается в ло-

кальных квазиинвариантах Римана ( iW R U
 

). После этой операции система уравнений (15) 

распадается на одномерные (вдоль пространственных направлений , ,   ) векторные вари-
анты уравнения переноса (14), связанные между собой через начальные условия задачи и 
слагаемые правой части i sR F


 уравнения (16) 

  i i
i i si

W W
DR U R F

q
 

  
 

   
, 1,3i   (16) 

Эти одномерные уравнения переноса (16) могут быть разрешены численно с помощью 
нелинейной квазимонотонной компактно-полиномиальной разностной схемы повышенного 
порядка точности [35,36]. 

Этап «корректор» основывается на решении, найденном на этапе «предиктор», а так-
же дивергентной форме диффузионного уравнения (1), (4). В целом этап «корректор» (кон-
сервативный этап) можно описать в виде трех шагов: 

1) «реконструкция» [39] значений переменных U


 на гранях и внутри объема рас-

четных ячеек на основе значений ,i jU U
 

 ( j  индекс соответствует контрольным объемам 

соседним с i м контрольным объемом) в центрах ячеек, а также кусочно–полиномиальных 
распределений ( )iU q  (вдоль направлений iq =  , ,   ) следующего вида [35]:  

 
    3

4 5 6 7 8 9

i i i
i

i i i i i i
i i i i i i

U q R q a q q

b q q c q q d q q e q q g q q h q q

     

                                 

 

Эти распределения были ранее найдены на этапе «предиктор»; 
2) вычисление численных потоков в «точках Гаусса» [37] через грани расчетных 

ячеек путем точного или приближенного решения задачи между значениями на двух (про-
тивоположных) сторонах каждой грани; 

3) интегрирования (метод контрольного объема (17)) дивергентных уравнений (4) 
относительно временной переменной t  и перехода на новый временной слой t t  . 

Для полноценного использования на этапе «корректор» дивергентного варианта диф-
фузионных уравнений необходимо сформулировать [39] семейство методов интерполяции 
(«реконструкции») высоких порядков на неструктурированных сетках. Среди конечно – 
обьёмных вычислительных схем наиболее часто используется «реконструкция» консерва-

тивных переменных U


, как на поверхности граней (относительной внутренней части ячей-
ки), так и внутри контрольного объема (ячейки) i . Под «реконструкцией» значений пере-

менных понимаются величины  1 2 3, , , ,..., ni m m m mP x


, установленные внутри ix


 контрольно-

го объема (расчетной ячейки) и определяемые на основе комбинации (например: полиноми-

альной) значений сеточных функции U


, заданных в центрах некоторого набора ячеек. 
Нахождение этой полиномиальной комбинации будем называть реконструкцией [39], а ис-
пользуемый для этого набор ячеек – шаблоном реконструкции (в шаблон входят ближай-
шие контрольные объемы, окружающие контрольный объем i , в котором строится интер-
поляция). После данного шага вычислительного алгоритма для нахождения консерватив-
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ных переменных U


 в каждой расчетной ячейки i   метода контрольного объема следу-

ет выполнить расчет диффузионных потоков wq  в точках «Гаусса»  ,i j  грани ijС : 

  ,
ij

w i j k С
q F u t n    , где  ,i ju t  ‒ значение градиента «реконструированного» решения 

 u t  на грани ijС  конечного элемента i . Таким образом, на грани ijС  между двумя со-

пряженными расчетными ячейками i  и j  возникает необходимость в решение обобщен-

ной задачи Римана  (17) о распаде произвольного разрыва для гиперболических систем ли-
нейных дифференциальных уравнений первого порядка [39]. В силу бесконечной малой тол-
щины пространственной области разрывного решения на грани сопряжения ijС  задачу Ри-

мана о «распаде разрыва» можно рассматривать в следующей одномерной постановке (17):  

 

1 0qPu
P

s
 

 
 

,  q
u

P v
s





, s , (17) 

с начальными данными:    00,su t u s  , которые всюду непрерывны, кроме грани ijС . 

Здесь s  – расстояние вдоль единичного вектора внешней нормали n


 к поверхности грани 

ikC , разделяющей ячейки i  и k . Подробное аналитическое решение данной задачи приве-
дено в работе [39]. 

Далее применим для каждой расчетной ячейки i   метод контрольного объема 
(18) для аппроксимации дивергентных по форме диффузионных уравнений (4) 

   1
d 1 1

d d
d

i i

i

i iС

Q
F n s S V

  

  
  

 
, (18) 

где 
1

 d d d
i

i
i

Q u   



   – среднее значение u  в i–м контрольном объеме; 

      1 2 3, ,F F P F Q F R     


; i  – объем замкнутой области (контрольного объема 

i ); iС  – поверхность i–го контрольного объема i ; 1 2 3d d d dV q q q ; n


 – единичный век-

тор внешней нормали к элементу поверхности iС . 
Для достижения высокого порядка аппроксимации на этапе «корректор» интегралы 

(поверхностные  d
iС

F n s



 

 или объемные 1d
i

S V

 ) необходимо заменить квадратурными 

формулами, которые должны приближать исходные интегралы с точность согласованной с 
порядком точности численного метода решения диффузионного уравнения (4). Это обстоя-
тельство накладывает достаточно высокие требования на квадратурные формулы интегри-
рования и требует большего количества гауссовых точек. Отсюда следует, что при вычис-
лении объемных (и поверхностных) интегралов следует использовать экономичные Гауссо-
вы квадратуры [37], точные для полиномов порядка 3k  ( k  – максимальная степень базис-
ных полиномов). 

4. Первоначальное тестирование численной методики 

Для первоначальной проверки работоспособности расчетно-теоретической методики 
был решен набор тестовых (валидационных) задач. С этой целью обычно используются 
нормы в пространствах 1

1 2 2, , ,C L L W . В данной работе при вычислении нормы ошибки ре-

шения errf  использовалась норма в пространстве C :   max
x

err test numChf t f f


  , где testf , 

numf  – значения аналитического и численного решения в центре некоторой ячейки расчет-

ной сетки ix


. 
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В тестовой задаче, cвязанной с процессом распространения тепла, применялось (с 
учетом краевого условия вида:   , , 300w wG G

s T T T 
 

   ) дифференциальное уравне-

ние теплопроводности  0 div gradc k
t
 


 



. Результат численного решения данной те-

стовой задачи показан на рис. 1. 

 

Рис. 1. Распределение температуры Т [K] (величина ошибки в 
норме  err ChT t  составляет величину 61 10 , число итераций 

1205)  

Вторая тестовая задача (рис. 2) математической модели (1) основывалась на поиске 
температурного поля  , ,T x y z  в изотропном материале с источниками теплоты Vq , кото-

рые располагаются в расчетной области G . Данное температурное поле  , ,T x y z  может 

быть определено с помощью решения 1-й краевой задачи (  GT s  ) уравнения 3D ста-

ционарной теплопроводности ΔT  , V qq   . При этом использовалось точное реше-

нии       , , - z - -T x y z C Z Y y X x  (константы имеют следующие значения: 100С  , 

1, 1, 1X Y Z   ) уравнения Пуассона ΔT  ,  0r G   ,  GT s  , где 

   G C Z z Y y X x      . Начальное условие для рассматриваемого итерационного 

процесса задавалось в виде 0T  .  
На рис. 2 приведен результат численного решения второй тестовой задачи. В этом 

случае значение невязки 210  , число итераций 457, максимальная значение ошибки в 
норме  err ChT t  составляет 35 10 . 
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Рис. 2. Распределение величины ошибки в норме  err ChT t  

5. Заключение 

В работе сделано математическое описание 3D численного метода решения эллипти-
ческих дифференциальных уравнений (на неструктурированных расчетных сетках), кото-
рый основывается нелинейной компактно-полиномиальной вычислительной схеме [39] и 
приближенном переходе от эллиптического уравнения к гиперболическому варианту урав-
нений. Для нахождения решения гиперболического варианта эллиптического уравнения 
выполнен переход (в окрестности расчетной ячейки i ) в локальную криволинейную си-
стему координат, а также применен метод контрольного объема (этап «корректора»). Отме-
тим, что при «реконструкции» решения (на этапе «корректор») в пределах расчетной ячей-
ки i  учтено, что вдоль направлений iq =  , ,    (на этапе «предиктор») уже найдены ко-
эффициенты ( , , , , , ,i i i i i i ia b c d e g h ) реконструкции. Поэтому на этом этапе следует найти 
лишь только перекрестную часть разложения. Приведены результаты первоначального те-
стирования предложенного численного метода.  
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