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Аннотация 

В работе на примере нескольких тестовых задач выполнена верификация методики рас-

чета движения заряженных частиц в заданных электрических полях. Выполнено сопос-

тавление результатов, полученных с помощью разработанных компьютерных кодов с 

результатами полученными с помощью коммерческих программ SIMION и CPO. 
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1. Введение 

Задача расчета движения нерелятивистских заряженных частиц в электростатических 

полях носит комплексный характер. Она включает в себя расчет самих электростатических 

полей, создаваемых системой электродов, возможно, сложной геометрии, а так же расчет 

движения заряженных частиц в этих полях под действием соответствующих сил. Причем 

для правильного решения этих задач в связке необходимо корректно выполнять интерполя-

цию электростатических полей из расчетных точек сетки к текущему местоположению час-

тиц. Данный подход можно считать составной частью более общего метода частиц-в-

ячейках (PIC-метод), который долгое время разрабатывался как в нашей стране, так и за ру-

бежом [14]. Отличие от PIC-метода состоит в отсутствии влияния пространственного за-
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ряда, создаваемого движущимися частицами, на распределение электростатических полей в 

системе и, как следствие, на движение самих этих частиц. 

Ввиду комплексности указанной задачи, необходимо проведение тестовых расчетов, 

которые позволят верифицировать расчетные методики, положенные в основу компьютер-

ной программы, реализующей ее решение. 

2. Описание расчетной методики 

2.1. Расчет электростатических полей 

Будем рассматривать задачи с осевой симметрией. Для расчета электростатических 

полей в системе электродов заданной геометрии необходимо решить уравнение Пуассона с 

нулевой правой частью: 
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Здесь r   радиальная координата; z   осевая координата;    потенциал электроста-

тического поля; D   граница расчетной области; n   вектор нормали к границе расчетной 

области. 
Для решения данного стационарного уравнения используется метод установления. Та-

ким образом, решаемое уравнение приобретает вид: 
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 (2) 

Для численного решения (2) используется метод конечного объема, реализованный на 

неструктурированной треугольной сетке. Значения потенциала при этом относятся к бари-

центрам треугольников. Используется методика, изложенная в [5]. 

Проинтегрируем (2) по «объему» k -го треугольника:  
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Теперь воспользуемся формулой Грина для преобразования первого интеграла (тре-

угольники по умолчанию ориентированы против часовой стрелки), стоящего в правой части 

(3), получим 
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здесь kS   площадь k -го треугольника, горизонтальная линия над величиной означа-

ет ее усредненное значение по «объему» k -ого треугольника. Далее учитываем, что тре-

угольник состоит из трех граней, т.е. интеграл в (4) заменяется суммой 
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здесь kr   радиальная координата барицентра k-го треугольника. Теперь необходимо опре-

делить процедуру вычисления величин  
,n k

z   и  
,n k

r   через центр n-й грани k-го 

треугольника, а так же величины  
k

r   в точке, соответствующей барицентру треуголь-

ника. Для вычисления всех указанных величин используется метод наименьших квадратов. 

Шаблон для вычисления величины  
k

r    все треугольники имеющие общую грань с 
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k -м. Шаблон для вычисления величин  
,n k

z   и  
,n k

r    все треугольники, содер-

жащие хотя бы одну из точек n-й грани k-го треугольника. Для дискретизации временной 

производной используется явный метод Рунге  Кутты второго порядка точности. Для уско-

рения процедуры установления в каждом элементе сетки используется собственный шаг по 

времени, так как нам не требуется вычислять эволюцию решения во времени, а необходимо 

получить только установившееся решение. 

После того, как процедура установления завершена (индикатором этого служит вели-

чина 1max /i i
kk k

k
    . Здесь i   номер фиктивного временного шага; k   номер треуголь-

ника) и в системе вычислено распределение потенциала, необходимо рассчитать проекции 

электрических полей. Для этого используется метод наименьших квадратов, шаблон – сам 

треугольник и его соседи. 

2.2. Решение уравнений движения для заряженных частиц 

Для решения уравнений движения заряженных частиц используется нерелятивистский 

вариант метода Бориса [12, 6]. Не будем приводить здесь расчетные формулы метода, так 
как их можно найти, например, в приведенных выше источниках. Отметим лишь, что суть 

метода на качественном уровне состоит в том, что движение заряженной частицы под дейст-

вием электромагнитного поля расщепляется на движение под действием только электриче-

ского поля и только магнитного поля.  

Отметим далее две особенности. Первая связана со спецификой интегрирования урав-

нений движения в цилиндрической системе координат. Суть проблемы состоит в том, что ес-

ли перейти при записи уравнений движения от декартовых координат к цилиндрическим, то в 

получившуюся систему войдут слагаемые пропорциональные 1 r , что означает наличие осо-

бенности в случае, когда частица проходит через ось. С численной точки зрения это будет 

приводить к потере точности при 0r , необходимости существенно уменьшать шаг интег-

рирования уравнений движения при приближении частицы к оси. Для преодоления этой 

трудности используется подход [1, 6], также предложенный Борисом. На первом этапе урав-

нения движения решаются в декартовых координатах без учета инерциальных сил, а затем с 

использованием вычисленных значений рассчитываются координаты и скорости частицы в 

цилиндрической системе координат. 

Вторая проблема связана с тем, что с помощью метода Бориса, как и всех методов с 

перешагиванием, можно рассчитывать скорости частиц в момент времени 0.5t t  , а коор-

динаты в момент времени t t . При этом на самом первом шаге по времени начальные 

положения и скорости известны в один и тот же момент времени 0t . То есть для выполне-

ния корректных расчетов со вторым порядком точности необходимо вычислить скорости в 

момент времени 0 0.5t t  . В [6] приведены выражения, которые позволяют правильно вы-

числить значения скорости в момент времени 0 0.5t t   в случае цилиндрической геомет-

рии и результаты тестовых расчетов, демонстрирующих ошибку, которая получается, если  
0 0.5t t

v
 

 определены неверно. 

2.3. Интерполяция электрического поля к текущему положению частицы и 

процедура поиска частица на сетке 

На треугольном элементе сетки для интерполяции электрических полей к текущему 

местоположению частицы удобно использовать линейные базисные функции. Обозначим 

( , )k
nN z r   локальную базисную функцию, определенную для k-го треугольного элемента и 

n-й вершины (n  номер локально пронумерованной вершины, меняется от 1 до 3), тогда 

если известны значения некоторой функции f  в узлах расчетной сетки и частица с коорди-
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натами ( , )j jz r  находится внутри элемента k, то для значения функции в точке ( , )j jz r  име-

ем [2]: 

      
3

1

, , ,k k k
j j n j j n n

n

f z r N z r f z r


 , (6) 

где ( , )k k
n nz r   координаты вершин треугольника. 

Проблема в данном случае состоит в том, что при решении уравнения Пуассона и рас-

чете проекций электрического поля rE  и zE  они известны в барицентрах треугольников, а 

для использования (6) необходимо знать эти функции в узлах сетки, то есть в вершинах 

треугольников. Для того, чтобы перенести необходимые значения из барицентров тре-

угольников в узлы расчетной сетки можно использовать методику, представленную в [7]. С 

помощью нее можно, зная топологию сетки, вычислить веса, а затем, используя известные 

значения функций в барицентрах треугольников, получить значения функций в узлах рас-

четной сетки. Потом для каждой частицы, применяя формулу (6), можно быстро рассчиты-

вать значения силы.  
Стоит отметить, что процедуру интерполяции можно так же выполнять с помощью 

метода наименьших квадратов, где шаблоном будут являться треугольники, соседние с тем, 

в котором в данный момент находится частица. Однако, этот подход пока еще не был ис-

следован. 

Так же стоит обратить внимание на метод поиска частиц на неструктурированной сет-

ке. Вариант с использованием линейных базисных функций предложен в [2]. Чтобы частица 

находилась внутри элемента, необходимо, чтобы значения всех трех линейных базисных 

функций, рассчитанные по координатам частицы, были положительными. Если хотя бы од-

на отрицательная, то частица находится вне данного треугольника, причем ее следует про-

должить искать за гранью противолежащей той вершине, которой соответствует линейная 

базисная функция с отрицательным значением. 

3. Результаты тестовых расчетов 

3.1 Тестовая задача 1 

Рассмотрим первую тестовую задачу. Геометрия расчетной область и расчетная сетка 

представлены на рис. 1. На правой и левой границах расчетной области размещены элек-

троды. Форма электродов – цилиндрическая поверхность закрытая кругом с одного конца 

(стаканообразные электроды). Левый находится под напряжением 30 кВ, правый под на-

пряжением 0 кВ. Рассматривается движение двух протонов в такой системе. Изначально 

протоны задаются вблизи поверхности левого электрода с начальной энергией 1 эВ. На-

правление начальной скорости соответствует направлению стрелки, изображенной на 

рис. 1. Начальная радиальная координата протонов: 1 2 смr  , 2 2.1 смr  .  

Рассмотрим варианты граничных условий, которые можно поставить на внешней гра-

нице области. Во-первых, это могут быть условия Неймана (будем называть эти граничные 

условия «тип 1»): 

 0

gDn









 (7) 

Так же на этой части границы расчетной области можно поставить асимптотические 

граничные условия, которые описывают случай 0  при ,r z . Вывод указанных гра-

ничных условий из уравнения Лапласа для случая прямоугольных расчетных областей в 

осесимметричной геометрии приведен в [8]. 
Рассмотрим сначала результат решения тестовой задачи методами, изложенными в 

настоящей работе, для двух случаев указанных выше граничных условий. Соответствую-
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щие графики приведены на рис. 2 и 3. Цветными линиями на рисунках показаны траектории 

двух частиц. Так же на этих рисунках приведено распределение электрического потенциала 

в [В]. На рис. 2 приведенное распределение потенциала соответствует случаю граничных 

условий Неймана, на рис. 3 приведенное распределение потенциала соответствует случаю 

асимптотических граничных условий. Видно, что изменение граничных условий приводит к 

существенному изменению формы распределения электрического потенциала, и, как след-

ствие, к измененным траекториям полета заряженных частиц.  

 

Рис. 1. Параметры тестовой задачи №1. Местоположение и форма электродов отмечены красным 

цветом. У поверхности левого электрода задаются 2 протона, траектории которых рассчитываются 

Далее представим результат сравнения некоторых параметров траекторий частиц. Со-

поставление результатов, полученных с помощью подходов, описанных выше с результа-

тами, полученными с помощью программы CPO, представлены в табл. 1 и 2. Среди сравни-

ваемых параметров: радиальная координата точки вылета частицы из расчетной области; 

радиальная и осевая компонента скорости частицы в этот момент времени; время, нахожде-

ния частицы в расчетной области (от момента начала движения до момента вылета). Дан-

ные табл. 1 соответствуют расчетам для граничных условий Неймана (рис. 2). Данные 

табл. 2 соответствуют расчетам для асимптотических граничных условий (рис. 3). Как вид-

но из приведенных данных, оба метода дают достаточно близкие результаты по всем пара-

метрам. Из двух наборов данных максимальная относительная разница между ними состав-

ляет max ~8.5 %. Это разница получается для радиальной скорости в точке вылета в случае 

асимптотических граничных условий, частица с начальной координатой 2 смr   (табл. 2). 
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Рис. 2. Результат решения тестовой задачи №1. Электрический потенциал [В] рассчитан 

для случая граничных условий Неймана на внешней границе расчетной области 

Таблица 1 

Сопоставление результатов расчетов по представленным в работе подходам 

и коммерческой программе CPO. Тестовая задача №1. Граничные условия 

Неймана (рис. 2) 

 r = 2.0 см r = 2.1 см 

 данная работа CPO данная работа CPO 

Vz [см/с] 2.397E+08 2.397E+08 2.397E+08 2.397E+08 

Vr [см/с]  2.818E+06  2.691E+06  4.005E+06  3.901E+06 

r [см] 1.805 1.864 1.778 1.836 

t [с] 1.190E-07 1.180E-07 1.197E-07 1.187E-07 

 

Рис. 3. Результат решения тестовой задачи №1. Электрический потенциал [В] рассчитан 

для случая асимптотических граничных условий на внешней границе расчетной области 
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Таблица 2 

Сопоставление результатов расчетов по представленным в работе подходам 

и коммерческой программе CPO. Тестовая задача №1. Асимптотические гра-

ничные условия (рис. 3) 

 r = 2.0 см r = 2.1 см 

 данная работа CPO данная работа CPO 

Vz [см/с] 2.395E+08 2.395E+08 2.396E+08 2.395E+08 

Vr [см/с] 1.051E+07 1.140E+07 9.068E+06 9.596E+06 

r [см] 2.232 2.320 2.203 2.264 

t [с] 9.694E-08 9.648E-08 9.740E-08 9.693E-08 

3.2 Тестовая задача 2 

Вторая тестовая задача – пример из коммерческой программы SIMION. В ней рас-

сматривается движение частиц в системе, которая в западной литературе носит название 

einzel lens (EL). Она представляет собой три соосных цилиндра, разделенных небольшими 

промежутками (в рассматриваемом случае 2 мм), на центральный цилиндр прикладывается 

напряжение 110 В, два оставшихся заземлены. Эта система приводит к фокусировке пучка 

частиц без изменения его кинетической энергии. В тестовом случае рассматривается дви-

жение 5 положительно заряженных частиц (однократно ионизованных) массой 100 а.е.м., 

начальная энергия 200 эВ. Начальная скорость частиц параллельна оси симметрии системы.  

На рис. 4 представлен результат решения этой задачи с использованием методов, опи-

санных во второй части работы. На рисунке изображено распределение потенциала и траек-

тории движения частиц в расчетной области (черные линии). Наблюдается некоторое рас-

хождение пучка в области, где находятся линзы и последующая фокусировка пучка в конце 

расчетной области. Выполним количественное сопоставление полученных расчетных дан-

ных с результатами расчетов, выполненных с помощью программы SIMION. 

В табл. 3 представлены результаты сопоставления некоторых траекторных парамет-

ров, которые фиксируются относительно точки выхода частицы из расчетной области: ра-

диальная координата точки вылета, радиальная и осевая проекции скорости в этой точке, 

время полета частицы, а так же кинетическая энергия частицы. Нетрудно видеть, что пред-

ставленные к сравнению данные удовлетворительно согласуются друг с другом. Особо об-

ратим внимание (напомним, что данная система электродов должна сохранять кинетиче-

скую энергию частиц) на последнюю строку табл. 3. Начальная энергия частиц составляла 

200 эВ. Метод, изложенный в данной работе, лучше сохраняет энергию частиц, чем про-

грамма SIMION. 

 

Рис. 4. Результат решения тестовой задачи №2. Представлено распределение электрического 

потенциала [В], черными линиями обозначены траектории движения заряженных частиц. 
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Таблица 3 

Сопоставление результатов расчетов по представленным в работе подходам 

и коммерческой программе SIMION. Тестовая задача №2. 

 r = 0.1 см r = 0.2 см r = 0.3 см r = 0.4 см r = 0.5 см 

 
данная 

работа 
SIMION 

данная 

работа 
SIMION 

данная 

работа 
SIMION 

данная 

работа 
SIMION 

данная 

работа 
SIMION 

Vz [см/с] 1.966E+06 1.971E+06 1.967E+06 1.971E+06 1.967E+06 1.971E+06 1.966E+06 1.970E+06 1.966E+06 1.970E+06 

Vr [см/с] 6.968E+03 6.879E+3 1.421E+04 1.393E+04 2.174E+04 2.136E+04 2.967E+04 2.935E+04 3.867E+04 3.817E+04 

r [см] 1.191E-02 1.306E-02 2.043E-02 2.394E-02 2.515E-02 3.006E-02 2.486E-02 2.893E-02 1.091E-02 1.735E-02 

t [с] 2.039E-05 2.033E-06 2.03E-05 2.034E-05 2.039E-05 2.034E-05 2.040E-05 2.035E-05 2.041E-05 2.036E-05 

E [эВ] 200.406 201.362 200.426 201.329 200.423 201.279 200.404 201.215 200.423 201.135 

Заключение 

В данной работе дано описание методики расчета траекторий движения частиц в элек-

тростатических полях. Методика протестирована на ряде тестовых задач. Проведено сопос-

тавление с результатами, полученными с помощью коммерческих программ CPO и 

SIMION. Получено удовлетворительное согласие между рассчитанными наборами данных. 
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