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Abstract 
A method for calculating high-altitude jets exhausting into a rarefied gas has been developed. 
This method is based on the use of quasi-gas-dynamic (QGD) equations. The solution of quasi-
gasdynamic equations requires the use of significantly smaller computer resources as compared 
with the methods of direct numerical simulation. The equations of the continuity of gas mixture 
components and the equations for vibrational energies transfer in the quasi-gas-dynamic formu-
lation were obtained from the Boltzmann equation. It was shown that when calculating with the 
use of QGD, the radiation intensity is significantly lower than when calculating the standard 
system of Navier‒Stokes equations (NS). This is due to the decrease in temperature (transla-
tional, rotational and vibrational) in the mixing layer. 

Keywords: rarefied gas, quasi-gas-dynamic equations, high-altitude jets. 

 
 

 
H, km 

Integrated radiation (range 1 ÷ 7 μm) variation with height: 
NS is calculation using the Navier ‒ Stokes equations taking into account thermal nonequilibrium; 
QGD is calculation using quasi-gas-dynamic equations taking into account thermal nonequilibrium 
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Аннотация 
Разработан метод расчета высотных струй, истекающих в разреженный газ. Метод осно-
ван на использовании квазигазодинамических (КГД) уравнений. Расчет этим методом 
требует использования существенно меньших компьютерных ресурсов по сравнению с 
методами прямого численного моделирования. Из уравнения Больцмана получены урав-
нения неразрывности компонентов газовой смеси и уравнения переноса колебательных 
энергий в квазигазодинамической постановке. Показано, что при расчете с использова-
нием КГД уравнений интенсивность излучения существенно ниже, чем при расчете на 
основе стандартной системы уравнений Навье ‒ Стокса (НС). Это обусловлено сниже-
нием температур (поступательной, вращательной и колебательных) в слое смешения. 

Ключевые слова: разреженный газ, квазигазодинамические уравнения, высотные струи. 

1. Введение 
Расчет высотных струй представляет серьезную проблему. В основном, это связано с 

нарушением условия сплошности разреженной среды и ярко выраженной неравновесностью 
между различными энергетическими модами. 

Основным параметром, характеризующим степень разреженности течения, является 
число Кнудсена  

 Kn l
L

  , (1) 

где l ‒ средняя длина свободного пробега молекул; L ‒ характерный линейный размер рас-
сматриваемой области течения. Обычно газ считается сплошным, если Kn < 0.01. Условие 
Kn > 10 характерно для свободно-молекулярных течений, когда столкновения между части-
цами практически отсутствуют.  

При промежуточных числах (0.01< Kn <10) газ считается разреженным. Расчет таких те-
чений представляет большую сложность, т.к. с одной стороны, уравнения Навье – Стокса 
(НС), полученные в приближении Kn → 0, теряют свою точность при анализе указанных ре-
жимов; с другой стороны, расчет таких течений методами кинетической теории требует не-
оправданно больших вычислительных ресурсов, что обусловлено высокой плотностью газа. 

Численный анализ таких течений может проводиться на основе методов прямого числен-
ного моделирования – методов Монте–Карло, или DSMC методов [1, 2, 3]. Однако расчет 
этими методами также требует использования очень больших компьютерных ресурсов. 

Поэтому для течений в диапазоне чисел Кнудсена 0.01 ÷ 10 желательно применение бо-
лее простых моделей. 

В Институте прикладной математики разработана модель, получившая название квази-
газодинамические (КГД) уравнения [4, 5]. 
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Этот подход основан на использовании математической модели, обобщающей систему 
уравнений Навье – Стокса и отличающейся от нее дополнительными диссипативными слага-
емыми с малым параметром в качестве коэффициента. Принципиальным и существенным 
отличием КГД подхода от теории Навье – Стокса явилось использование процедуры про-
странственно-временного осреднения для определения основных газодинамических величин 
‒ плотности, скорости, температуры и т.п. Авторы [4, 5] указывают область применимости 
модели до Kn = 10. 

2. Квазигазодинамические уравнения 
Основные уравнения сохранения ‒ квазигазодинамические уравнения, записанные для 

разреженного однородного совершенного газа с постоянной теплоемкостью, имеют следую-
щий вид [5]:  

    i j i
i i j i
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 (4) 

Здесь используются следующие обозначения: ρ ‒ плотность газа; uj ‒ компонента скорости в 
j-м направлении; p ‒ давление; γ – показатель адиабаты; Pr ‒ число Прандтля; E ‒ полная 
энергия 
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2 kE e u  , (5) 

где e ‒ удельная внутренняя энергия. 
Система (2)‒(4) замыкается уравнениями состояния  

 
1,

1v
pp RT e c T

 
  


  (6) 

и формулой для τ 
 p  , (7) 

где μ ‒ коэффициент динамической вязкости; τ ‒ релаксационный параметр, имеющий смысл 
максвелловского времени релаксации; T ‒ поступательная температура. 

3. Квазигазодинамические уравнения неразрывности компонентов 
газовой смеси 
Уравнение неразрывности для отдельного компонента s газовой смеси выводится ана-

логично общему уравнению неразрывности (2). В одножидкостном приближении [5] оно 
имеет вид 
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где ρs ‒ массовая (парциальная) плотность компонента s ; sw  ‒ скорость образования компо-
нента s в результате химических реакций; NC ‒ число компонентов газовой смеси. 

Поток ,s ig  определяется формулой 
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где sX  ‒ мольная (молярная) доля компонента s; sC  ‒ массовая доля компонента s 

 s sC    

Пренебрегая последним членом в этом выражении и обобщая уравнение на случай про-
извольного числа Шмидта Sc, получаем следующую формулу для потока ,s ig  

  ,
1
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s

s i s j i s
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 (9) 

Указанные допущения аналогичны предположению, часто используемому в плотных 
течениях, о том, что диффузионный поток в многокомпонентных смесях определяется по за-
кону Фика с использованием обобщенного числа Шмидта, которое одинаково для всех ком-
понентов смеси.  

Заметим, что при суммировании уравнений (8) по всем компонентам и при использова-
нии формулы (9) для потоков, мы получаем общее уравнение неразрывности в форме (2). 

Если ввести обозначение 
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то общее уравнение неразрывности (2) для газовой смеси запишется в виде 
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а поток ,s ig  ‒ 
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4. Квазигазодинамические уравнения энергий для колебательно 
неравновесного газа 
Внутренняя энергия каждого компонента s складывается из поступательной ,T se , вра-

щательной ,R se , колебательной ,V me  и химической 0
sh  составляющих, и их вклад во внутрен-

нюю энергию газовой смеси пропорционален массовой доли: 

  
0

, , ,
1 1 1 1

MNNc Nc Nc

s T s s R s V m s ss m
s s m s

e C e C e C e C h
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       , (13) 

где  s mC  ‒ массовая доля компонента s, к которому относится m-я колебательная мода; MN  
– количество колебательных мод.  
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При использовании модели гармонического осциллятора среднее число m-х колеба-
тельных квантов m , приходящихся на одну молекулу, определяется формулой 

 
 ,

1
exp 1m m

m V m
r

T






, (14) 

где m  ‒ характеристическая колебательная температура m-й колебательной моды; ,V mT  ‒ 
соответствующая колебательная температура; mr  ‒ кратность вырождения m-й моды моле-
кулы. 

Энергия m-й колебательной моды определяется соотношением m mh k  . 
Таким образом, энергия молекулы, запасенная в m-м типе колебаний, равна 
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 (15) 

Для того, чтобы получить выражение для энергии, приходящейся на 1 моль вещества, 
необходимо умножить соответствующую энергию молекулы на число Авогадро AN . Для 
удельной энергии (на единицу массы вещества) надо затем разделить полученное выражение 
на молярную массу M  

 
 ,

,
, 1, 2,...,

exp 1
m m

V m M
m V m

r Re m N
T



 


 

Здесь использовались соотношения 

 ,A U UkN R R R   , 

где UR  ‒ универсальная газовая постоянная; R ‒ газовая постоянная данного вещества. 

Получим уравнение для ,EV m  ‒ колебательной энергии m-й колебательной моды, со-
держащейся в единице объема газа. 

Определим функцию распределения для одинаковых молекул через выражение 

   0, , d d df t m Nx ξ x ξ , (16) 

где dN  ‒ ожидаемое число молекул в элементе пространства dx  в окрестности точки х, об-
ладающих скоростями в элементе пространства скоростей dξ , в окрестности точки ξ в мо-
мент времени t ; 0m  ‒ масса частицы. 

Поведение функции распределения f  описывается уравнением Больцмана [5] 

  J ,i
i

f f f f
t x


 

 
 

, (17) 

где  J ,f f  ‒ интеграл столкновений, который является нелинейным функционалом и опре-
деляет изменение функции распределения в результате парных столкновений. 

Для построения моментных уравнений, описывающих течения вязкого газа, традици-
онно используются приближения для функции f в виде разложения по малому параметру 
вблизи равновесного значения с последующим осреднением полученного кинетического 
уравнения с сумматорными инвариантами. 

Для построения квазигазодинамических уравнений, учитывающих поступательно-ко-
лебательную неравновесность, заменим функцию распределения f ее приближенным значе-
нием QGDf , которое представляет собой разложение по малому параметру в окрестности рав-
новесной функции распределения 0f  следующего вида [5]: 
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Формальная замена QGDf f  в конвективном слагаемом уравнения Больцмана (17) 
приводит к приближенному уравнению 

  
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J ,i i j
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 (18) 

Чтобы получить уравнение для колебательной энергии ,EV m , необходимо осреднить 
(18) с весом ,V m , определяемым по формуле (15). 

Учитывая, что  

 0
, , ,E d dV m V m V mf f   ξ ξ , (19) 

получим следующее уравнение 
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 , (20) 

где обменный член определяется формулой 

  , ,E J , dV m V mf f f  ξ   

Первый член в правой части уравнения (20) можно представить в виде 
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  (21) 

Изложенный здесь способ получения моментных уравнений приводит к выражениям 
для теплового потока с числом Прандтля, равным единице. Для обобщения уравнений на 
случай произвольного числа Прандтля последнее слагаемое в (21) следует домножить на ве-
личину Pr−1.  

Окончательно получаем уравнение для колебательной энергии 
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i i j i i i i

  p  u u u p
t x x x x x x x

  
 

             
                         

   

  (22) 
С учетом (10) это уравнение примет вид 

     ,
, , ,E E Em i

V m V m i V m
i i

F
u

t x x
 

  
  

 , (23) 

где , ,
,

E E1
Pr

V m V m
m i i j i ji

j
F g u u p

x
  

 
           

 (24) 

Рассмотрим теперь поступательную и вращательную части полной энергии. 
Предполагая равновесие между поступательной и вращательной энергиями, можно по-

лучить уравнение для энергии 
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 21
2TR TR kE e u  , 

где TRe  ‒ поступательно-вращательная часть внутренней энергии. Соответствующий показа-
тель адиабаты определяется по формуле 

 
5
3

R
TR

R

i
i







, 

где Ri  ‒ число вращательных степеней свободы молекулы: 0Ri   для одноатомных молекул, 
2Ri   для линейных молекул, 3Ri   для многоатомных нелинейных молекул (число атомов 

больше 2). 
Уравнение для TRE  совпадает по форме с уравнением (4) 

     212
2TR i TR j i TR k

i i j i i

pE u E u u E p u p
t x x x x x
    



                                          
 

1
Pr

TR
TR TR

i i i i

hph p S
x x x x

 
     

           
, (25) 

где 
 1

TR
TR

TR
h RT





 ‒ поступательно-вращательная энтальпия; TRS ‒- обменный член, кото-

рой уже не равен нулю, т.к. имеется обмен между поступательно-вращательной и колеба-
тельными энергиями. 

Складывая уравнения (25) и (22) для всех колебательных мод, получаем уравнение пол-
ной энергии для колебательно неравновесного однородного газа 

   212
2TRV i TRV j i TRV k

i i j i i

p pE u E u u E u p
t x x x x x
    

 

                                                 
  

1
Pr

TRV
TRV

i i i i

hph p
x x x x

 
     

          
, (26) 

где , ,
1 1

1 1E , E
Nm Nm

TRV TR V m TRV TR V m
m m

E E h h
  

      (27) 

Очевидно, что 

 ,
1
E 0

Nm

TR V m
m

S


    

Нетрудно показать, что при использовании допущения о подобии диффузионного пе-
реноса и теплового потока, т.е. при Pr = Sc, уравнение энергии в форме (26) может использо-
ваться и для смеси газов. 

Окончательно получаем уравнение полной энергии для колебательно неравновесной 
газовой смеси 

   i
i

E u H
t x
  

 
 

 

21 1
2 Prj i k

i j i i i i i i

p p hu u H u p h p
x x x x x x x x

    


                                                   
 (28) 
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Здесь pH E


   ‒ полная энтальпия газовой смеси. 

5. Вычисление обменных членов в уравнении колебательной энергии 
Обменный член в уравнении (22) ,EV m  имеет физический смысл возбуждения или дез-

активации колебательных степеней свободы молекул при неупругих соударениях. Этот про-
цесс может происходить несколькими путями: 1) путем непосредственного перехода кинети-
ческой энергии сталкивающихся молекул в колебательную энергию, и наоборот (процесс 
прямого возбуждения или дезактивации), обозначаемый как T-V (V-T) переход; 2) путем об-
мена энергией между колебательными степенями свободы сталкивающихся молекул (про-
цесс колебательно-колебательного обмена), обозначаемый как V-V переход; 3) вследствие 
спонтанной излучательной дезактивации. V-V переходы бывают как внутримолекулярные, 
так и межмолекулярные. 

В данной работе учитывались следующие энергетические переходы [6]: 
V-T процессы: 
   
   
   
   

   
   
   

2 2

1 0
2 2

2 2

2 2

1. N 1 M N 0 M

2. CO 01 0 M CO 00 0 M

3. CO 1 M CO 0 M

4. H O 010 M H O 000 M

5. H 1 M H 0 M

6. HCl 1 M HCl 0 M

7. NO 1 M NO 0 M

 

  

 

 

 

 

 













  

   
   
   
   
   
   

2 2

2 2

2 2

0 0
2 2

2 2

8. H O 100 M H O 000 M

9. H O 001 M H O 000 M

10. O 1 M O 0 M

11. OH 1 M OH 0 M

12. CO 00 1 M CO 00 0 M

13. Cl 1 M Cl 0 M

 

 

 

 

  

 











  

внутримолекулярные V-V процессы: 

 
 
 

   

1
20

2 1
2

0 0
2 2

CO 03 0 M
14. CO 00 1 M

CO 11 0 M

15. CO 10 0 M CO 02 0 M

   


  

  
   
   
   

2 2

2 2

2 2

16. H O 100 M H O 020 M

17. H O 001 M H O 020 M

18. H O 001 M H O 100 M

 

 

 







  

межмолекулярные V-V' процессы: 

       
       
   

   
       
       

   
   
   

   

0 0
2 2 2 2

0 0
2 2

2 2

2 2

0 0
2 2

1
2 20

2 2 1
2 2

20
2

19. CO 00 1 N 0 CO 00 0 N 1

20. CO 00 1 CO 0 CO 00 0 CO 1

21. CO 1 N (0) CO 0 N (1)

22. N (1) NO 0 N (0) NO 1

23. CO 1 NO 0 CO 0 NO 1

24. CO 00 1 NO 0 CO 00 0 NO 1

CO 03 0 N 0
25. CO 00 0 N 1

CO 11 0 N 0

CO
26. CO 00 0 CO 1

  

  

  

  

  

  

   


 
   
   

1

1
2

03 0 CO 0

CO 11 0 CO 0

 




 

   
   

   
   

   
   
   

   

2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

2 2

1 1
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

27. N (1) O 0 N (0) O 1

28. CO (011) N 0 CO (01 0) N 1

29. CO(1) O 0 CO(0) O 1

30. CO (011) CO 0 CO (01 0) CO 1

31. H (1) H O 000 H (0) H O 001

32. H (1) H O 000 H (0) H O 100

33. H (1) OH 0 H (0) OH 1

34. H O 001 OH 0 H O(

  

  

  

  

  

  

  

   
     2 2

000) OH 1

35. H O 100 OH 0 H O(000) OH 1



  

  



А.М. Молчанов, В.Э. Попов «Расчет газовой динамики и излучения высотных струй» 

 9

Здесь цифры в скобках означают квантовый уровень колебательного возбуждения. Для 
трехатомных молекул первая цифра относится к симметричной моде (v1), вторая ‒ к дефор-
мационной (v2), третья ‒ к асимметричной (v3). 

Процесс определения скоростей этих энергетических переходов и, соответственно, об-
менного члена ,EV m , подробно описаны в  предыдущей работе автора [6] и здесь не приво-
дятся. 

6. Векторная форма основной системы квазигазодинамических 
уравнений 
Для плоских (κ = 0) или пространственных осесимметричных (κ = 1) течений квазигазо-

динамическая система (11), (3), (28), (23) и (8) имеет следующий вид: 

     

       

       

       

   

2

2
2

, ,

1 1

1 1

1

1 1

1E E

x
y

xx
yx

xy
yy

Ex
Ey

V m V m

gu y v y g
t x y x yy y

u u p y vu y
t x y x yy y

vv uv v p y
t x y y x y yy

FE uH y vH y F
t x y x yy y

u
t x y

 
 

 
 




 
 



  

  

    

  

   
   

    

   
     

    

    
       

    

   
   

    

  
 

      ,
, , ,

1E E , 1, 2,...,m x
V m m y V m M

F  y v y F m N
y x yy

 


 
   

 


  

    , , 1, 2,..., 1s i
s s i s C

i i

g  
C C u w s N

t x x
 

 
    

  
 , (29) 

где потоки массы, импульса и энергий определятся по формулам 

       2 21 1,x y
pg u p y uv g uv y v

x y x y yy y
 

      
       

               
; 

       

       

         

   

3 2

2 2

2 3

1 13 ,

1 ,

1 1 2 ,

1 2 ;

xx

yx

yy

u y u v up y vp
x y x yy y

u v y uv vp up
x y x yy

uv y v y vp up vp
x y y x yy y

vpy vp up
y x yy

 
 




 
 


 

  

  

  



    
         

    
         

     
           

  
      

 

2 2
2

2 2
2

1 1 ,
2 2 Pr

1 1
2 2 Pr

Ex

Ey

p p u v p hF u H y uv H p h p
x y x x xy

p p v u pF uv H y v H p h p
x y y yy







  
 

  
 

                                                

            
                             

;h
y

  
 

  
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 

 

, , ,2
,

, , ,2
,

E E E1 ,
Pr

E E E1 ;
Pr

V m V m V m
V x x

V m V m V m
V y y

F g u p uv
x y

F g uv v p
x y

  
  

  
  

                      
                    

  

 

2
,

2
,

1 ,
Sc

1
Sc

s s
s x s x

s s
s y s y

C Cg C g u p uv
x y

C C
g C g uv v p

x y

  

  

           
           

 

Систему (29) удобно представить в векторной форме 

    1 1 1 1VI
I I V Vy y

t x y y x y yy y
 

  
  

      
    

FFU G H G H S   (30) 

где  ,1 , 1 1, , , , E ,...,E , ,...,
T

V V Nm Ncu v E C C      U , 
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7. Сравнение с экспериментом и результатами расчета других авторов 
С точки зрения численного решения система уравнений (30) мало чем отличается от 

системы уравнений Навье ‒ Стокса, описывающей течение плотного газа, поэтому для чис-
ленного решения основных квазигазодинамических уравнений использовался метод, описан-
ный в работе [7], и программа Universe CFD, разработанная в МАИ на кафедре Авиационно-
космической теплотехники. Для эффективного решения "жестких" уравнений переноса ко-
лебательных энергий использовалась методика, описанная в работе [8]. 

Для проверки методики, основанной на решении КГД уравнений, проведено сравнение 
результатов расчета толщины скачка уплотнения в одномерном течении с эксперименталь-
ными данными, представленными в работе [9]; с результатами расчета с использованием 
уравнений Навье ‒ Стокса, а также метода Монте–Карло [10]. 

В [9] в качестве рабочего тела использовался Ar. Толщина скачка t  определялась по 
профилю плотности (по максимальному градиенту). 

На рис. 1 представлено отношение длины свободного пробега молекулы l к толщине 
скачка уплотнения в зависимости от числа Маха набегающего потока. Очевидно, что расчет 
с использованием КГД уравнений удовлетворительно согласуется с экспериментом и с рас-
четом по методу Монте–Карло. При применения уравнений Навье ‒ Стокса толщина скачка 
уплотнения получается почти в 2 раза меньше, чем в эксперименте. 
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Рис.1. Отношение длины свободного пробега молекулы к толщине скачка уплотнения в зави-
симости от числа Маха набегающего потока: 
NS ‒ расчет с использованием уравнений Навье ‒ Стокса; DSMC ‒ расчет с использованием 
метода Монте–Карло; QGD ‒расчет с использованием квазигазодинамических уравнений.  
Мелкими значками представлены экспериментальные данные из [9]. 

Аналогичные результаты получены в работе [4]. 

8. Результаты расчета струи двигателя на высотах от 100 до 200 км 
Для анализа предложенной методики рассматривалась струя модельного жидкостного 

двигателя с параметрами из работы [11] (см. Табл.1).  

Таблица 1  

Параметры на срезе сопла 

aT , K aU , м/с aR , м ap , атм H2 H2O CO CO2 N2 

2000 2500 0.5 0.3 0.05 0.4 0.05 0.15 0.35 

Химический состав задан в мольных долях. 
Рассматривалось 7 высот полета: 100км (скорость внешнего потока 2950 м/с), 110км 

(3130 м/с), 120км (3340 м/с), 130км (3550 м/с), 150км (4060 м/с), 180км (4900 м/с), 200км (5500 
м/с). 

На каждой высоте проводилось 4 варианта расчета: 1) решение системы уравнений На-
вье ‒ Стокса с учетом термической неравновесности (на графиках обозначен как "NS"' или 
"NS Neq"); 2) решение системы квазигазодинамических уравнений с учетом термической 
неравновесности (на графиках обозначен как "QGD"'  или "QGD Neq"); 3) решение системы 
уравнений Навье ‒ Стокса в предположении термического равновесия, т.е. ,TR V mT T T  ; 
4) решение системы квазигазодинамических уравнений в предположении термического рав-
новесия (на графиках обозначен как "QGD Eq"). 

На основе этого получены пространственные распределения газодинамических пара-
метров течения для всех указанных вариантов. Эти распределения затем использовались для 
расчета излучения струй в диапазоне длин волн от 1 до 7 мкм. 
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Физико-математическая модель расчета оптических характеристик газовых потоков с 
учетом колебательной неравновесности подробно описана в предыдущих работах [6, 12].  

В них разработана методика расчета теплового излучения колебательно неравновес-
ного газа на основе метода k-распределения, получены формулы для расчета средних по по-
лосе пропускательной способности и эффективной функции Планка для колебательно нерав-
новесной газовой смеси, создана база данных для каждого компонента, в которой зависи-
мость коэффициента поглощения получена для различных значений волновых чисел, темпе-
ратур (всех энергетических мод) и парциальных давлений газовых компонентов. 

Наиболее интересными являются следующие диапазоны длин волн: 1) в районе 2.7 мкм 
излучение H2O с переходами с верхнего уровня третьей моды v3; 2) колебательная темпера-
тура TH2O(v2) наиболее важна в районе 6 мкм; 3) в районе 2.7 мкм (3400 ÷ 3800 см‒1) излучение 
CO2 связано с переходами с верхних уровней 2v2 + v3, v1 + v3; 4) очень сильная линия излуче-
ния CO2 находится в районе 4.3 мкм и связана  с переходами с верхнего уровня третьей моды 
v3; 5) наконец, линия излучения CO находится в районе 4.7 мкм. 

Поскольку CO2 и H2O практически всегда присутствуют в рассматриваемых объектах, 
особое внимание уделено диапазону 2.7 ÷ 2.9 мкм. 

На рис. 2 представлена зависимость интегральной интенсивности излучения (Вт/ср) от 
высоты в диапазоне длин волн 1 ÷ 7 мкм. Здесь и далее рассматривалась длина струи 5 км. 
Расчет проведен с учетом термической неравновесности. Начиная со 120 км (длина свобод-
ного пробега молекулы в окружающей атмосфере на этой высоте составляет ~ 3 м) в расчете 
с использованием НС наблюдается существенный рост излучения с высотой. В расчете с ис-
пользованием КГД интегральное излучение практически не меняется по высоте и отличается 
от предыдущего расчета в ~ 4 раза на 200 км. 

Аналогичная картина наблюдается и для интегрального излучения в диапазоне 2.7 ÷ 2.9 
мкм, представленного на рис. 3. 

Высотное распределение излучения, полученное с использованием КГД, более соответ-
ствует наблюдаемой в реальности картине. 

 
H, km 

Рис. 2. Зависимость интегральной интенсивности излучения (диапазон 1 ÷ 7 мкм) от высоты: 
NS ‒ расчет с использованием уравнений Навье ‒ Стокса с учетом термической неравновесно-
сти; QGD ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравнений с учетом термической 
неравновесности 
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H, km 

Рис. 3. Зависимость интегральной интенсивности излучения (диапазон 2.7 ÷ 2.9 мкм) от высоты: 
NS ‒ расчет с использованием уравнений Навье ‒ Стокса с учетом термической неравновесности; 
QGD - расчет с использованием квазигазодинамических уравнений с учетом термической нерав-
новесности 

Более подробно полученные результаты показаны на рис. 4, 5, 6, на которых представ-
лено распределение погонной интенсивности излучения (Вт/(ср·см) ) по длине струи для трех 
высот: 100 км, 150 км и 180 км.  

 
 
 

Рис. 4. Распределение погонной интенсивности излучения по длине струи для высоты 100 км в 
диапазоне длин волн 1 ÷ 7 мкм. Пояснения см. рис. 2 

На высоте 100 км оба варианта расчета практически совпадают. 
На высотах 150, 180 км наблюдается существенное различие. Наибольшее отличие по-

гонной интенсивности излучения в обоих диапазонах проявляется на расстоянии 400 ÷ 1000 
м от среза сопла. 
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(a) 

 
(b) 

 

Рис. 5. Распределение погонной интенсивности излучения по длине струи для высоты 150 км: 
a) в диапазоне 1 ÷ 7 мкм; b) в диапазоне 2.7 ÷ 2.9 мкм. Пояснения см. рис. 2 

 

 
(a) 

 
(b) 

 

Рис. 6. Распределение погонной интенсивности излучения по длине струи для высоты 180 км: 
a) в диапазоне 1 ÷ 7 мкм; b) в диапазоне 2.7 ÷ 2.9 мкм. Пояснения см. рис. 2 

Рассмотрим поперечные профили температур на расстоянии 400 м от среза сопла.  
На рис. 7 представлены поперечные профили температур (поступательно-вращатель-

ной и колебательных) на расстоянии 400 м от среза сопла на высоте 100км.  
Расчеты по НС и КГД мало отличаются.  
Интересно проанализировать спектральную интенсивность излучения для обоих слу-

чаев. Она показана на рис. 8. Спектры практически совпадают. 
Мы видим сильные линии H2O (районы 2.7 мкм и 6 мкм), CO2 (районы 2.7 мкм и 4.3 

мкм) и CO (район 4.7 мкм). Действительно, соответствующие колебательные температуры, 
связанные с излучением в этих диапазонах спектра, еще достаточно велики на этой высоте. 

На рис. 9 представлены поперечные профили температур (поступательно-вращатель-
ной и колебательных) на расстоянии 400 м от среза сопла на высоте 150 км. Расчеты по НС 
и КГД уже заметно отличаются. Это относится как к поступательно-вращательной темпера-
туре, так и колебательным температурам. Колебательные температуры  

2CO 3T v  и TCO прак-
тически заморожены в обоих случаях и их вклад в спектральное излучение (рис. 10) одинаков 
соответственно в районах 4.3 мкм и 4.7 мкм. 



А.М. Молчанов, В.Э. Попов «Расчет газовой динамики и излучения высотных струй» 

 15

 
y, м 
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y, м 
(b) 

 
y, м 
(c) 

 
y, м 
(d) 

 
Рис. 7. h = 100 км. Поперечные профили температур на расстоянии 400 м от среза сопла на высоте 
100км. 
(a), (c) ‒ расчет с использованием уравнений Навье ‒ Стокса; 
(b), (d) ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравнений 

 

 
, мкм 

(a) 

 
, мкм 

(b) 
 

Рис. 8. h = 100 км. Спектральная интенсивность излучения на высоте 100 км. 
(a) ‒ расчет с использованием уравнений Навье ‒ Стокса с учетом термической неравновесности; 
(b) ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравнений с учетом термической нерав-
новесности. 
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Рис. 9. h = 150 км. Поперечные профили температур на расстоянии 400 м от среза сопла на вы-
соте 150 км. Пояснения см. рис. 7 

 

 
, мкм 

(a) 

 
, мкм 

(b) 

Рис. 10. h = 150 км. Спектральная интенсивность излучения на высоте 150км. Пояснения см. рис. 8 

Влияние разреженности гораздо сильнее проявляется для колебательных температур 
воды и  

2CO 2T v  и, соответственно, в диапазоне спектра 2.7 мкм. 
Аналогичные результаты получены для высоты 180 км (рис. 11 и 12). Влияние разре-

женности газа проявляется еще сильнее: все температуры значительно ниже, а все важные 
линии спектра существенно ослабевают. 
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Рис. 11. h = 180 км. Поперечные профили температур на расстоянии 400 м от среза сопла на вы-
соте 180 км. Пояснения см. рис. 7 

 

 
, мкм 

(a) 
 

, мкм 
(b) 

Рис. 12. h = 180 км. Спектральная интенсивность излучения на высоте 180 км. Пояснения см. 
рис. 8 

 
В качестве примера пространственных распределений параметров, на рис. 13 показано 

распределение температуры. Видно, что учет разреженности в расчетах приводит к сниже-
нию температуры в слое смешения на протяжении всей длины струи. 

В заключение, в качестве иллюстрации важности учета термической неравновесности, 
на рис. 14, 15 приведено сравнение результатов расчетов решение системы КГД уравнений с 
учетом неравновесности (QGD Neq) и без ее учета (QGD Eq).  
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Рис. 13. h = 150 км. Пространственное распределение поступательно-вращательной температуры 
на высоте 150 км. 
(a) ‒ расчет с использованием уравнения Навье ‒ Стокса с учетом термической неравновесности; 
(b) ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравнений с учетом термической неравно-
весности 

 
H, km 

 

Рис. 14. Зависимость интегральной интенсивности излучения (диапазон 1 ÷ 7 мкм) от высоты: 
QGD Eq ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравнений в предположении тер-
мического равновесия; QGD Neq ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравне-
ний с учетом термической неравновесности 
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H, km 

 

Рис. 15. Зависимость интегральной интенсивности излучения (диапазон 2.7÷2.9 мкм) от высоты: 
QGD Eq ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравнений в предположении терми-
ческого равновесия; QGD Neq ‒ расчет с использованием квазигазодинамических уравнений с 
учетом термической неравновесности 

Видно, что отличие двух расчетов проявляется уже на высоте 100 км и на 200-х км до-
стигает 2-х порядков. 

9. Заключение 
Разработана математическая модель высотных струй, основанная на квазигазодинами-

ческих (КГД) уравнениях. 
Из уравнения Больцмана получены уравнения неразрывности компонентов газовой 

смеси и уравнения переноса колебательных энергий в квазигазодинамической постановке. 
С точки зрения компьютерных ресурсов расчет с использованием КГД уравнений со-

поставим с решением стандартных уравнений Навье ‒ Стокса и существенно экономичнее 
методов прямого численного моделирования – методов Монте–Карло. 

Сопоставление результатов расчета прямого скачка уплотнения по данной методике с 
экспериментальными данными и результатами расчетов других авторов показало удовлетво-
рительное совпадение. 

Проведен тестовый анализ струи, истекающей из типичного жидкостного ракетного 
двигателя на больших высотах, который показал, что: 

1) при расчете с использованием КГД уравнений интенсивность излучения суще-
ственно ниже, чем при расчете с использованием стандартной системы уравнений На-
вье ‒ Стокса; 

2) это отличие начинается примерно с высоты полета 120 км, и на высоте 200 км дости-
гает почти 5 раз; 

3) интенсивность излучения при использовании КГД уравнений практически не зависит 
от высоты полета; 

4) более низкая интенсивность излучения, полученная при использовании КГД уравне-
ний по сравнению с НС, обусловлена тем, что температуры (поступательная, вращательные 
и колебательные) в слое смешения струи с окружающим воздухом имеют более низкое зна-
чение; 

5) наиболее важное значение указанный эффект имеет в диапазоне длин волн в районе 
2.7 мкм, т.к. использование КГД уравнений приводит к существенному уменьшению колеба-
тельных температур, соответствующих излучению в данном диапазоне; 
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6) расчет с использованием предположения о термическом равновесии (т.е. равновесия 
между всеми энергетическими модами) приводит к совершенно нефизичным результатам: 
излучение завышается на 1‒2 порядка. 

Меньшая интенсивность излучения, получаемая при использовании КГД уравнений, по 
сравнению с уравнениями Навье ‒ Стокса объясняется тем, что в модели КГД уравнений учи-
тывается увеличение толщины скачка и уменьшается температура в сжатом слое. 
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