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Abstract 

The results of validation and cross-verification of two computer codes intended for spatial calcu-
lations of supersonic flow of perfect viscous and heat-conducting gas around bodies of complex 
geometry are presented. We used two in-home computer codes designed for the numerical inte-
gration of the Navier − Stokes and Euler equations on tetrahedral unstructured and multi-block 
structured computational grids. The government relations underlying both codes are analyzed in 
detail and the features of their use in numerical implementation are discussed. 
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Аннотация 

Представлены результаты валидации и перекрестной верификации двух авторских компь-
ютерных кодов, предназначенных для пространственных расчетов обтекания тел сложной 
геометрии сверхзвуковыми потоками совершенного вязкого и теплопроводного газа. Ис-
пользовались два авторских компьютерных кода, предназначенных для численного инте-
грирования уравнений Навье − Стокса и Эйлера на тетраэдральных неструктурированных 
и многоблочных структурированных расчетных сетках. Подробно анализируются расчет-
ные соотношения, положенные в основу обоих кодов и обсуждаются особенности их ис-
пользования при численной реализации.  

Ключевые слова: гиперзвуковое течение, валидация авторских компьютерных кодов. 

1. Введение 

Проблема верификации и валидации компьютерных кодов является одной из наиболее 
важных в развитии вычислительных методов механики жидкости и газа. Особую значимость 
она приобретает при разработке численных моделей и реализующих их компьютерных про-
грамм (далее, для краткости − кодов) для задач аэротермодинамики и аэрофизики гиперзвуко-
вых скоростей. Это связано с тем, что при гиперзвуковых скоростях уменьшаются характер-
ные размеры газодинамических структур (в частности, пограничных слоев) и увеличиваются 
градиенты газодинамических функций, а также начинают проявляться реальные свойства вы-
сокотемпературного газа, включая химические реакции, диссоциация, ионизация и даже ради-
ационный перенос энергии. Информативные эксперименты для таких условий выполнить 
очень сложно и, в большинстве случаев, пока невозможно. Поэтому в последнее десятилетие 
наметилась тенденция постановки летных экспериментов, которым предшествуют серии 
наземных стендовых испытаний и подробный численный анализ их результатов [1−11].  

Несмотря на значительные затрачиваемые усилия следует подчеркнуть, что число 
надежных и хорошо документированных данных чрезвычайно мало. Это сдерживает не только 
уверенное проектирование перспективных летательных аппаратов, но и развитие фундамен-
тальных направлений гиперзвуковой аэротермодинамики и аэрофизики.  

В данной работе представлены результаты тестирования двух авторских компьютерных 
кодов, которые продолжают непрерывно развиваться с целью решения задач фундаменталь-
ного и прикладного характера аэротермодинамики и аэрофизики гиперзвуковых течений.  

В предшествующих работах автора были представлены результаты верификации и вали-
дации ряда задач. В работе [12] представлены результаты валидации авторского компьютер-
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ного кода UST3D (UnStructured Tetrahedral 3-Dimensional) на примере анализа эксперимен-
тальных данных по аэротермодинамике гиперзвуковых летательных аппаратов X-33 и X-34, а 
также затупленного по сфере конуса. Продемонстрировано вполне хорошее совпадение с 
опытными данными для летательных аппаратов, для которых форма поверхности известна не 
абсолютно точно, и полное соответствие опытным данным для простой модели затупленного 
конуса.  

В работе [13] на примере экспериментальных данных по сверхзвуковому обтеканию за-
тупленного по сфере конуса выполнено сравнение результатов расчетов, полученных по двум 
расчетным кодам, аналогичным исследуемым в настоящей работе. Особое внимание обра-
щено на интерпретации численных данных по течению в отрывной зоне и при использовании 
вариаций форм исходных уравнений Навье − Стокса (точнее, по способам интегрирования 
уравнения сохранения энергии совместно с системой уравнений Навье − Стокса). 

В работах [14−16] выполнено систематическое исследование целого ряда эксперимен-
тальных задач, связанных с разработкой возвращаемых космических аппаратов. Использова-
лись структурированные расчетные сетки и, насколько это было возможно, полные модели 
термодинамических и теплофизических свойств, включая расчет физической и химической 
кинетики и перенос селективного теплового излучения.  

В работе [17] дана численная интерпретация экспериментальных данных по нагреву по-
верхности исследовательского гиперзвукового аппарата HIFiRE-1, включая учет ламинарно-
турбулентного перехода на поверхности.  

В работе [18] проведено систематическое исследование закономерностей ударно-волно-
вого взаимодействия с ламинарным пограничным слоем при гиперзвуковом обтекании по-
верхностей с изломом образующей.  

Первый из исследуемых в настоящей работе компьютерных кодов, USTFEN, является 
развитием серии компьютерных кодов UST3D [19, 20], предназначенных для интегрирования 
уравнений Эйлера и Навье − Стокса на неструктурированных тетраэдральных расчетных сет-
ках. Специфической особенностью данного кода является использование уравнения для пол-
ной удельной энергии газового потока в различных вариациях реализации при численном мо-
делировании схем расщепления [21−23].  

Компьютерные коды данной серии успешно использовались в работах [24−29]. Заметим, 
что во всех указанных работах выполнено развитие базового кода в части изучения эффектив-
ности различных схем расчета распада разрыва на гранях ячеек. Технологической особенно-
стью реализации данного кода является использование технологии распараллеливания 
OpenMP и усовершенствованного сеточного препроцессора, осуществляющего переформати-
рование исходных сеточных данных в формате ‘neu’ к формату их более эффективного ис-
пользования в основном блоке интегрирования на неструктурированных расчетных тетраэд-
ральных сетках.  

Второй из исследованных кодов, PERAT-3D, является упрощенной версией компьютер-
ной программы NERAT-3D, реализующей интегрирование пространственных уравнений На-
вье − Стокса для химически неравновесного и излучающего газа на структурированных мно-
гоблочных сетках. В данном случае изучается расчетная модель термически совершенного 
вязкого и теплопроводного газа. Примеры верификационных и валидационных исследований 
кода PERAT-3D представлены в работах [14−16]. Для работы компьютерного кода PERAT-3D 
также требуется сеточный препроцессор, в котором с использованием аналитических отобра-
жений создаются многоблочные неоднородные структурированные расчетные сетки. 

Предметом изучения данной работы являются аэродинамические характеристики затуп-
ленного по сфере кругового цилиндра с юбкой конуса конечного размера, обтекание которого 
экспериментально изучалось в [30]. 

Указанная предельно простая конфигурация аэродинамической модели позволяет изу-
чить многие характерные черты течения, наблюдаемые у поверхности высокоскоростных ле-
тательных аппаратов.  
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Данная работа преследует следующие цели: 
 валидация компьютерных кодов USTFEN и PERAT-3D на примере экспериментальных 

данных [30]; 
 сравнение результатов расчета аэродинамических характеристик затупленного по сфере 

кругового цилиндра с юбкой для условий эксперимента [30], полученных с использова-
нием разных компьютерных кодов на структурированных и неструктурированной сетке 
(так называемая перекрестная верификация компьютерных кодов); 

 изучение различий в расчетных данных по структуре обтекания и отрывного течения. 

Еще одной технологической проблемой является отработка способов графического 
представления результатов расчетов. Ниже будет показано, что существует многообразие фор-
матов представления расчетных данных. Очевидно, что оптимальный способ должен быть 
определен в результате подробного обсуждения данного вопроса. 

Данная работа состоит из пяти частей. В первой части сформулирована система Навье − 
Стокcа в удобном для численного интегрирования виде и изложен алгоритм численного моде-
лирования на неструктурированных тетраэдральных сетках. 

Во второй части дана формулировка трехмерного (3D) конечно-объемного метода для 
тетраэдральной сетки.  

Во третьей части работы приведены расчетные соотношения, используемые при числен-
ном интегрировании на тетраэдральных сетках. 

В четвертой части дана формулировка уравнений, реализуемых в компьютерном коде 
PERAT-3D. 

В заключительной, пятой части работы, анализируются и сравниваются между собой по-
лученные расчетные данные на структурированных и неструктурированных расчетных сет-
ках. Выполнено сравнение по ряду аэродинамических характеристик с экспериментальными 
данными.  

2. Система уравнений и алгоритм численного интегрирования, 
используемые в компьютерном коде USTFEN 

Систему уравнений неразрывности, Навье − Стокса и сохранения полной энергии терми-
чески совершенного газа представим в векторно-матричном виде 
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где , ,u wv  − проекции скорости V
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тензора вязких напряжений, являющиеся составными частями компонентов тензора  
напряжений 
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Термическое и калорическое уравнения состояния совершенного газа 

 ( 1) , Vp e e c T    , (7) 

где Т − температура; Vc  − удельная теплоемкость при постоянном объеме. 
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или, последовательно, на шаге "предиктор" для компонент скорости и полной удельной  
энергии 
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  

U U
F T F T F T


, (9) 

а на шаге "корректор" 

      
1

0
p

x y z
V V Vx y z  

    
   
  

U U
F F F

     (10) 

Покомпонентная запись формул для шага "предиктор" 

 xyp xx xz
p p

p
u u

x x y z

  
 

  
         

 , 

 yx yy yzp
p p

p

y x y z

   
 

   
         

v v , 

 zyp zx zz
p p

p
w w

z x y z

  
 

  
         

 , 

 ,5 ,5 ,5
x y z

p
p p

T T Tpu p pw
E E

x y z x y z
   

 

                        

v , 

где ,5
x

xx yx zxT u w     v , ,5
y

xy yy yzT u w     v , ,5
z

xz yz zzT u w     v  

Давление и компоненты тензора вязких напряжений рассчитываются на нижнем времен-
ном слое "р". Заметим, что на этапе "предиктор" плотность не изменяется, т.е. полагается, что 
значения искомых функций (9) изменяются только за счет действия "силовых" факторов. Та-
ким образом трактуется этот первый шаг в методе крупных частиц [21]. 

На этапе "корректора" сначала рассчитывается новое значение плотности 

 1
p p p

p p u w

x x x

        
       

v 
, (11) 

а затем − остальных функций 

 1
yx z

V V Vp
FF F

x y z
  

  
    
    

U U
    (12) 

или 1
1 1

p p p p
p

p p

uu u uw
u u

x y z

    
 


 

   
       

v     , 

 1
1 1

p p p p
p

p p

u w

x y z

    
 


 

   
       

v vv v
v v

      , 

 1
1 1

p p p p
p

p p

wu w ww
w w

x y z

    
 


 

   
       

v      , 

 1
1 1

p p p p
p

p p

Eu E Ew
E E

x y z

    
 


 

   
       

v     
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3. Формулировка 3D конечно-объемного метода для тетраэдральной 
сетки 

В данном разделе будут представлены расчетные соотношения для конечно-объемного 
представления функций и их производных применительно к тетраэдральному элементарному 
объему. Расчетные соотношения метода конечного объема получаются интегрированием (1) 
по объему выделенной в пространстве элементарной расчетной ячейки (в нашем случае − тет-
раэдра).  

Напомним, что по теореме Гаусса − Остроградского для произвольной векторной  
функции A 

  div d d d d d d
L L L L

yx z
x y z x y z

W W S S

AA A
W W A A A S S S

x y z

  
             

   A A S i j k i j k   

d d d
L L L

x x y y z z

S S S

A S A S A S       , (13) 

где ,L LW S  − объем и поверхность выделенной ячейки L ; , ,i j k  − единичные орты прямо-
угольной декартовой системы координат.  

В силу независимости функций , ,x y zA A A  можем положить 

 d d
L

x
x x

W S

A
W A S

x

      , d d
L

x
y y

W S

A
W A S

y

 
  

  , d d
L

z
z z

W S

A
W A S

z

      , (14) 

где ,L LW S  − объем и поверхность выделенной ячейки L . 

Отсюда следует способ расчета усредненных по объему производных 

  
4 4

1 1

1 1 1 1 1
d d

2
j j

j j

L L L

L L
L L x L LB L x

W j jL L L LW S

f f
W f f S f f S

x W x W W W
 

 

 
    

     i S  (15) 

Здесь использованы d , d , dx y zS S S  − проекции элементарной площади dS  на оси , ,x y z . Они 

определяются по формулам 

 , , ,d d , d d , d dx n x y n y z n zS S S S S S     ,  

где , , ,, ,n x n y n z    − направляющие косинусы внешней нормали к элементу поверхности j по 

отношению к координатным осям , ,x y z . 
Интегрирование по поверхности LS  элементарного объема L проводится для функций 

f  вдоль граней объема j (площадью jLS ), поэтому использование полусуммы значений 

вблизи данной ( L ) и соседней ячейки ( jLB ) несколько повышает точность расчета. 

По аналогии 

  
4 4

1 1

1 1 1 1 1
d d

2
j j

j j j

L LL

L L
L L y L LB L y

j jL L L LW W S

f f
W f f S f f S

y W y W W W
 

 

 
    

     j S , 

  
4 4

1 1

1 1 1 1 1
d d

2
j j

j j j

L L L

L L
L L z L LB L z

W j jL L L LW S

f f
W f f S f f S

z W z W W W
 

 

 
    

     k S  

Аналогично определяются усредненные по объему LW  производные компонент тензора 
вязких напряжений 
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  
4

1

1 1

2
j j

j

L

LB Lpq L
pq pq L x

jLW

S
x W


  




 

  , 

  
4

1

1 1

2
j j

j

L

LB Lpq L
pq pq L y

jLW

S
y W


  




 

  , 

  
4

1

1 1

2
j j

j

L

LB Lpq L
pq pq L z

jLW

S
z W


  




 

   (16) 

Усредненные компоненты тензора вязких напряжений рассчитываются с использова-
нием выражений для усредненных значений производных компонент скорости 

 
2

2
3

L
xx L

L LL

u w

x y z
 

    
        

v
, 

 
2

2
3

L
yy L

L LL

u w

y x z
 

            

v
, 

 
2

2
3

L
zz L

L L L

w u

z x y
 

    
        

v
, 

 L L
xy yx L

LL

u

y x
  

  
     

v
, 

 L L
xz zx L

L L

w u

x z
          

, 

 L L
yz zy L

L L

w

z y
  

  
     

v
 (17) 

Для завершения вычислений осталось определить средние производные компонент ско-
рости 

  
4

, ,
1

1 1

2
j

j j

L

Lp
p L p LB L q

jq LW

V
V V S

x W





 

  , (18) 

где , ,pV u w v ; , , ,p q x y z . 

4. Численный метод интегрирования конечно-объемных уравнений 

Получим расчетные соотношения для определения функций , , ,u w Ev   . С целью нахож-

дения промежуточного значения u  в элементарном тетраэдре с номером L  выберем  
2-ю строку в векторе функции U  и запишем для нее скалярное уравнение 

 
p

xyp xx xzL L
L

u u p

x x y z

 


  
    

   


 (19) 

Интегрируя по объему LW , получаем 
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 d d d d
L L L L

p
xyp xx xzL L

L L
W W W W

u u p
W W W W W

x x y z

 


  
    

      


 (20) 

Выше были определены формулы интегрирования по элементарному тетраэдральному 
объему, в соответствии с которыми 

 
4

1

1

2
j

j j

Lp
L L L x L LBp

jL

u u S p p
W

 
 

 
    

 
  

   
4

1

1 1

2 2
j j j j

j j

L LB L LBL L
L x xx xx L y xy xyp

jL

S S
W

      
 


    


  

 1

2
j j

j

L LBL
L z xz xzS      

, (21) 

где , ,j j jL L L
x y z    − направляющие косинусы единичной внешней нормали к грани j  элемента 

L ; jLS  − площадь j -й грани элемента L ; , , , , ,j j jLB LB LBL L L
xx xx xy xy xz xz       − усреднен-

ные значения компонент тензора напряжений в элементе L  и в элементе jLB , граничащим с 

элементом L  через грань jL . 

По аналогии 

 
4

1

1

2
j

j j

Lp
L L L y L LBp

jL

S p p
W

 
 

 
    

 
v v  

   
4

1

1 1

2 2
j j j j

j j

L LB L LBL L
L x xy xy L y yy yyp

jL

S S
W

      
 


    


  

 1

2
j j

j

L LBL
L z yz yzS      

, (22) 

 
4

1

1

2
j

j j

Lp
L L L z L LBp

jL

w w S p p
W

 
 

 
    

 
  

   
4

1

1 1

2 2
j j j j

j j

L LB L LBL L
L x xz xz L y yz yzp

jL

S S
W

      
 


    


  

 1

2
j j

j

L LBL
L z zz zzS      

, (23) 

   
4

1

1 1

2 2
j j

j j j j j j

L Lp
L x L L LB LB L x L L LB LBp

jL

E E S p u p u S p p
W

  
 

 
      

 
 v v  

   
4

,5, ,5, ,5, ,5,
1

1 1

2 2
j j

j j j j j j

L Lx x y y
L x L LB L y L LBp

jL

S T T S T T
W

   
  

 


    


  

 ,5, ,5,
1

2
j

j j j

L z z
L z L LBS T T    

, (24) 

где функции ,5, j

p
LT  рассчитываются по формулам 

,5, j

x L L L
L L xx L yx L zxT u w     v  , 
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,5, j

y L L L
L xy L yy L yzLT u w     v  , 

,5, j

z L L L
L L xz L yz L zzT u w     v   

После определения промежуточных значений компонент скорости можно обратиться к 
предварительному решению уравнения неразрывности 

  d div d 0
L LW W

W W
t

 
 

  V  (25) 

или 
1

d 0
L

p p
L L

L L
S

W
  



 
  V S  

или 
41

1

0
j j

p p
L L

L L L
j

W S G
 








   (26) 

Если LSΩ  − единичный вектор внешней нормали к элементу поверхности dS , то при поло-

жительной величине плотности потока через элемент поверхности dS  

  ,d 0
L LL S S SG   V Ω  

газ из объема вытекает, а при ,d 0L SG   газ втекает в объем. 

При конечно-разностном представлении 

 
4

1

1
j j L j

p p
L L L L S

jL

S V
W

  



    , (27) 

 
, 0

, 0

L j

j

Lj j

p
L S

L p
SLB

V

V






  




  

Lj
SV  − нормальная скорость к грани j . 

Расчет величины 
jLV  требует использования некоторых дополнительных соображений. 

Один из простейших способов состоит в следующем. Учитывая, что на шаге предиктора были 
найдены усредненные по элементарным объемам компоненты скорости ,L L Lu w, v  , с их ис-
пользованием находится искомая нормальная компонента скорости 

 
L L LLj j jj

x y z
S L S L L SSV u w    v    

По аналогии, для нормальной компоненты скорости на той же самой грани соседнего 
объема 

 
j j L j j LLj jj

x y z
LB LB S LB LB SSV u w     v    

Заметим, что направляющие косинусы в данном случае по-прежнему определяют внеш-
нюю нормаль к граням объема L . 

Для удобства вычислений вводим две вспомогательных величины 

  1

2L L Lj j j
S S SV V V     ,   1

2L L Lj j j
S S SV V V      
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Тогда соотношение(18) может быть записано в виде 

  
4

1

1
j j L j Lj j

p p
L L L L S LB S

jL

S V V
W

     



      (28) 

По этой же схеме производится расчет компонент скорости и полной энергии на заклю-
чительном этапе корректора 

  
4

1
1 1

1
j j L j j Lj j

p
p L
L L L L L S LB LB Sp p

jL L

u u S u V u V
   
 

  
 



       , (29) 

  
4

1
1 1

1
j j L j j Lj j

p
p L
L L L L L S LB LB Sp p

jL L

S V V
   
 

  
 



  v v v v    , (30) 

  
4

1
1 1

1
j j L j L jj j

p
p L
L L L L S L LB S LBp p

jL L

E E S V E V E
   
 

  
 



        (31) 

Для численного интегрирования системы уравнений движения газа сформулируем гра-
ничные условия. 

1. Граничные условия непротекания (для уравнений Эйлера). 

Для каждого тетраэдрального элемента, примыкающего одной из граней обтекаемой по-
верхности можно определить локальную внешнюю нормаль к указанной грани. Направляю-
щие косинусы этой нормали , ,yx z

LB LBLB    уже определены в сеточном препроцессоре, по-
этому нормальная компонента скорости к указанной грани определяется по формуле 

 ,
x y z

n LB L LB L LB L LBV u w    v  (32) 

 

К формулировке граничных условий для неструктури-
рованной тетраэдральной сетки 

Условие непротекания обтекаемой поверхности физически эквивалентно тому, что нор-
мальная компонента скорости в фиктивной ячейке равна по модулю и противоположна 
направлению найденной выше нормальной компоненте скорости. Тогда проекции скорости в 
фиктивной ячейке должны удовлетворять условию 

 , , , , , , , , , , , ,, ,x y z
n x LB n LB n LB LB n y LB n LB n LB LB n z LB n LB n LB LBV u V V V V w V               v  (33) 

2. В случае использования условий прилипания (при решении уравнений Навье − Стокса) 
все компоненты скорости на поверхности должны равняться нулю, поэтому 
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 , , , , , ,, ,n LB n LB n LB n LB n LB n LBu u w w       v v  (34) 

5. Система уравнений и алгоритм численного интегрирования, 
используемые в компьютерном коде PERAT-3D 

В авторском компьютерном коде PERAT-3D реализована расчетно-теоретическая мо-
дель, основанная на системе самосогласованных уравнений вязкого и теплопроводного газа, 
интегрируемых на структурированных многоблочных сетках. В указанную систему входят 
уравнения Навье − Стокса и неразрывности, уравнения сохранения энергии и уравнение состо-
яния термически совершенного газа. Математическая формулировка имеет вид 

  , , , ,

T
T

T
g g

p

Ru w
T

t x y z c
    

             

U U U U
R U U R R

v
; (35) 

  , , ,
T

g u w   U v , (36) 

где , , ,0; ; ;
T

g x y z

p p p
S S S

x y z  
   

          
R , 

 ,

2
2

3

v
    

                                           
x

u w u u
S

x x x y z x z x x
V , 

 ,

2
2

3

v v v
    

                
                               

y

w u
S

y y y z x y x y y
V , 

 ,

2
2

3

v
    

                                           
z

u w w w
S

z z z x y z y z z
V , 

    
      

T

p
R T p

t
V , 

2 2 2 22 2 2
2

2 2 2
3

u w u w u w u w

x y z x y y z z x x y z 
                                                                          

v v v v , 

t   время; , ,x y z  – ортогональные цилиндрические координаты; , ,u wv  – проекции вектора 
скорости V на оси координат; , ,p T   давление, плотность и температура поступательного 
движения частиц; , , pc    динамический коэффициент вязкости, коэффициент теплопровод-
ности и удельная теплоемкость смеси при постоянном давлении. 

Замыкающие соотношения для решаемой системы уравнений включают в себя термиче-
ское и калорическое уравнения состояния идеального газа 

  0 1 , V
R T

p e e c T
M

  


    ,  

где M  − молекулярный вес газа.  

В набегающем со скоростью V  потоке воздуха задавались параметры атмосферы для 
заданной высоты полета. На поверхности ЛА задавались условия прилипания. Граничные 
условия в выходном сечении maxx x  задавались в виде  

 0







,  
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где  ,, , , , ,i V mu T Y e  v ;   − координатная линия, подстраиваемая к линиям тока. На гра-
нице с обтекаемым телом задавалась постоянная температура wT . Плотность конвективного 
теплового потока на поверхности с локальной нормалью n определялась по формуле 

  c w wq T  n  

Описание численного метода интегрирования системы уравнений (35)−(36), приведена в 
[14−16]. 

6. Результаты численного моделирования 

Для проведения численного исследования были выбраны экспериментальные данные 
[30]. Аэродинамические характеристики двух стандартных гиперзвуковых моделей баллисти-
ческого типа, обозначенных как HB-1 и HB-2, были исследованы в сверхзвуковом и гиперзву-
ковом режимах в аэродинамической трубе von Karman Gas Dynamics Facility ARO, Inc. 

Испытания проводились при числах Маха 1.5, 2, 3, 4, 5, 8 и 10, в широком диапазоне 
чисел Рейнольса (0.07 до 2.55 × 106), в зависимости от диаметра корпуса ( 3.125d  , 10 и 19.05 
см) и в диапазоне углов атаки от − 2 до 15 град. Исследовалось влияние числа Маха, числа 
Рейнольдса и положения центра приложения сил на статическую устойчивость и осевую силу. 
Для проведения валидационных численных исследований представляет интерес измерение 
осевой силы наветренной и подветренной частей моделей, а также измерение нормальной 
силы при разных углах атаки. Точные размеры испытанных моделей даны на рис. 1 

 

Рис. 1. Геометрия модели HB-2. В расчетах полагалось d = 10 см 

Часть экспериментальных данных, приведенных в [30], показана на рис. 2 и 3. Эти экс-
периментальные данные выбраны для сравнения в данной работе.  

На рис. 2, а звездочкой показаны результаты расчета коэффициента давления наветренной 
стороны по коду PERAT-3D. На рис. 2, б полым квадратом показана сумма эксперименталь-
ных данных коэффициентов сопротивления наветренной и подветренной сторон модели, по-
лым кружком – результаты расчетов по коду USTFEN, а звездочкой – по коду PERAT-3D.  

Отметив хорошее совпадение результатов расчетов с экспериментальными данными, рас-
смотрим основные закономерности течения, которые удается наблюдать по результатам чис-
ленного моделирования с использованием компьютерных кодов USTFENи PERAT-3D. 
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a           б 

Рис. 2. Экспериментальные данные испытания модели HB-2 в аэродинамической трубе. 
Зависимость осевого коэффициента давления наветренной стороны модели HB-2 от угла 
атаки для двух чисел Маха (а) и зависимость коэффициента давления подветренной сто-
роны модели для разных чисел Маха при нулевом угле атаки (б) 

 

Рис. 3. Экспериментальные данные испытания модели HB-2 в аэродинамической трубе. 
Зависимость нормального коэффициента давления от угла атаки для двух чисел Маха. 
Расчетные данные USTFEN показаны треугольниками, а PERAT-3D – полыми кружками 

Численное моделирование аэродинамических характеристик проводилось для исходных 
данных, представленных в таблице 1. 

Таблица N 1 

Условия в потоке при проведении численного исследования 

p , ,эрг/см3  , г/см3 T , K   M∞ wT , K 0p , эрг/см3 

93990 0.297×10−3 110.3 1.4 3 250 1.17×106 
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Для расчетов по компьютерному коду USTFEN использовалась неструктурированная ко-
нечно-объемная сетка, содержащая pt 294935N   узлов, el 1723721N   элементарных объемов 
и fict 28936N   фиктивных элементарных объемов, расположенных «под поверхностью» обте-
каемой модели. Пример расчетной сетки, расчетное распределение плотности и эксперимен-
тальная шлирен-фотография [30] при М = 7 и α = 2⁰ показаны на рис. 4. 

В расчетах по компьютерному коду PERAT-3D использовалась многоблочная структу-
рированная конечно-разностная сетка. Геометрия расчетной области и конфигурация отдель-
ных блоков показана на рис. 5. Первые два блока примыкают к области сферического затуп-
ления конуса). Внутри каждого блока использовались минимальные расчетные сетки: 
NJ =9 × NK = 5 (Блок 1), NJ = 9 × NK = 17 (Блок 2), NJ = 9 × NK = 17 (Блок 3), NJ = 15 × NK= 17 
(Блок 4), NJ = 65 × NK = 17 (Блок 5), NJ = 9 × NK = 5 (Блок 6), NJ = 13 × NK = 17 (блок 7), 
NJ = 57 × NK = 17 (Блок 8). Обратим внимание, что топология блоков 1 и 6 отличается от 
остальных блоков. Сетка в указанных блоках строятся для интегрирования уравнений в 
окрестности оси симметрии. По нормали к поверхности задавалось NI = 57 точек.  

 

Рис. 4, а. Неструктурированная расчетная сетка в плоскости z = 0 

 

Рис. 4, б. Расчетное распределение плотности и шлирен-фотография модели в аэродинамической трубе 
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Рис. 5. Многоблочная геометрия расчетной области для кода PERAT-3D 

Результаты расчетов с использованием кода USTFEN показаны на рис. 6−11, а с исполь-
зованием кода PERAT-3D – на рис. 7−13. 

Графическое представление расчетных данных по коду USTFEN разбито на три группы 
по углам атаки o o0 ,4   и 8 . Для фиксированного угла атаки приведены последовательно 
поля температуры (а, б), давления (в, г), чисел Маха (д, е) и продольной скорости (ж, з) в двух 
проекциях. Распределения плотности и давления в плоскости симметрии z = 0 показаны на ри-
сунках (и, к). И, наконец, на двух завершающих рисунках каждой серии даны распределения 
давления и температуры вдоль поверхности в плоскости симметрии z = 0. Сравнение соответ-
ствующих рисунков (6, 7), (8, 9) и (10, 11) позволяет проследить за эволюцией поля течения 
при увеличении угла атаки. 

Используя представленные расчетные данные рассмотрим основные особенности тече-
ния, которые можно изучить по расчетным данным кода USTFEN. 

На рис. 6, а, б дано поле температур при нулевом угле атаки. Можно выделить шесть ха-
рактерных областей, которые будут наблюдаться и при других условиях обтекания (см. цифры 
на поле рис. 6, а). Высокая температура у носовой части (1) отвечает области почти полного 
торможения набегающего потока. Здесь в очень узкой зоне практически достигается темпера-
тура торможения (~ 300 K). Две зоны повышенной температуры (2 и 4) обусловлены сжатием 
газа отошедшими ударными волнами от передней критической точки и от юбки модели. В 
области 3 наблюдается пониженная температура, поскольку здесь формируется зона течения 
разрежения над цилиндрической поверхностью. Наиболее сильное разрежение наблюдается 
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за срезом юбки модели (5). Здесь температура падает ниже температуры в набегающем потоке.  
И, наконец, в 6-й зоне наблюдается заметный нагрев газа. Здесь создается повышенное давле-
ние сходящимся к оси симметрии потоком, что также приводит к образованию возвратно-вих-
ревого движения у задней поверхности модели. 

 

Рис. 6, а. Поле температуры в K при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 6, б. Поле температуры в K при α = 0 в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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На рис. 6, в показано распределение давления. Здесь, как и на рис. 6, а обозначены 6 ха-
рактерных зон: 1 − область в окрестности критической линии тока; 2 и 4 – ударные волны, 
генерируемые затупленной частью модели и юбкой; 3 – область разрежения над цилиндриче-
ской частью поверхности; 5 – область разрежения отрывного течения за юбкой и область осе-
вого сжатия потока в следе (6).  

 

Рис. 6, в. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 

Из рис. 6, д видно, что в указанных выше характерных зонах происходит закономерное 
изменение чисел Маха: образование дозвуковых областей течения вблизи зоны полного тор-
можения у лобовой поверхности области торможения и вблизи задней поверхности модели. 
Хорошо идентифицируются зоны торможения потока в двух ударных волнах с последующим 
разгоном газового потока, а также ускорение потока в области следа.  

На рис. 6, ж показано распределение проекции скорости потока на продольную ось x, 
которое является хорошим дополнением к анализу распределений чисел Маха. Вблизи перед-
ней критической линии тока наблюдается торможение потока, а вблизи задней критической 
линии, в области возвратно-вихревого движения, скорость направлена навстречу основному 
газовому потоку. Здесь хорошо видна область возвратного движения, но при дополнительном 
анализе рис. 6, з можно заключить, что получается на строго осесимметричное движение, а 
сильно неоднородный поток. Более того, в соответствии с [частное сообщение] при решении 
подобных задач в полной трехмерной постановке (без введения плоскости симметрии, как это 
сделано в данной работе), в расчете отрывного течения на неструктурированных сетках 
наблюдается полностью трехмерное и нестационарное решение.  

Из рис. 6, б, г, е, з видно, что при осесимметричном течении не очень подробная неструк-
турированная расчетная сетка все же обеспечивает достаточно хорошее отображение симмет-
ричности численного решения. 
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На рис. 6, и, к показаны поля плотности и давления в плоскости симметрии z = 0. Указан-
ные данные позволяют в деталях проанализировать получающуюся симметрию численного 
решения (с небольшими отклонениями). 

 

Рис. 6, г. Поле давления ( 0PRES p p ) при α = 0 в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 

 

Рис. 6, д. Поле чисел Маха при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 6, е. Поле чисел Маха при α = 0 в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 

 

Рис. 6, ж. Поле продольной скорости 
u

u
при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 6, з. Поле продольной скорости 
u

u
 при α = 0 в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 

 

Рис. 6, и. Поле плотности 



 при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 6, к. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 

Заключительные два рисунка первой расчетной серии, рис. 7, а и 7, б, демонстрируют 
распределение давления и температуры вдоль всей поверхности модели. Количественная ин-
формация данных рисунков позволяет проводит перекрестную верификацию компьютерных 
кодов.  

На рис. 7, а цифрами обозначены 7 характерных зон: 1 – зона торможения потока вблизи 
передней критической линии тока; 2 – область сжатия над конической поверхностью; 3 – об-
ласть разрежения над цилиндрической поверхностью; 4 – область сжатия над конической юб-
кой; 6 – область разрежения над цилиндрической частью юбки; 7 – область разрежения у зад-
ней поверхности юбки.  

 

Рис. 7, а. Распределение давления вдоль поверхности при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 7, б. Распределение температуры вдоль поверхности при α = 0 в плоскости симметрии z = 0 

Отметим три особенности показанных распределений. Во-первых, расчетные данные на 
верхней и нижней поверхности модели хорошо совпадают вследствие осесимметричного ха-
рактера обтекания. Тем не менее, некоторые отличия (в первую очередь – в распределениях 
температуры) наблюдаются. Вторая особенность – резкое падение давление за срезом юбки. 
Физически это явление полностью обосновано, однако наименьшее достигаемое давление в 
разных настройках компьютерного кода дают разные величины. В-третьих, сильная осцилля-
ция температуры за срезом юбки. Здесь находит отражение тот факт, что сразу за срезом юбки 
температура резко падает, а вблизи задней критической линии тока – возрастает, поскольку 
встречный поток газа тормозится о поверхность.  

На двух последующих сериях рисунков показаны расчетные данные для углов атаки 
4    и 8 . Четко прослеживается отклонение поля течения от аксиальной симметрии. На 

рис. 8, б, г, е, з и 10, б, г, е, з наблюдается серпообразная структура течения во всех попереч-
ных сечениях. При увеличении угла атаки указанная степень отклонения становится все более 
очевидной. При угле атаки 8    на подветренной стороне цилиндрической поверхности хо-
рошо видна область разряжения (рис. 10, г), отвечающая сходу потока с поверхности. Об этом 
свидетельствует также распределение температуры (рис. 10, б) в поперечных сечениях потока. 
На распределениях газодинамических функций за срезом юбки видна серпообразная струк-
тура течения, обусловленная несимметричностью обтекания.  

На рис. 9 и 11 показаны распределения давления и температуры вдоль поверхности в 
плоскости симметрии z = 0, где кривые на нижней и верхней частях поверхности закономерно 
расходятся. 

Подводя итог анализу расчетных данных, полученных с использованием неструктуриро-
ванной сетки, отметим хорошее совпадение с экспериментальными данными и отчетливое раз-
решение всех характерных особенностей течения.  

На рис. 12−16 представлены аналогичные численные данные, но полученные с исполь-
зованием компьютерного кода PERAT-3D. Первое, что несомненно можно отметить – это бо-
лее четкое описание всех фронтов получаемых численных решениях. Все отмеченные выше 
характерные области течения здесь также хорошо видны. На рисунках с распределениями га-
зодинамических функций в поперечных сечениях видны гладкие серпообразные структуры 
при течении под углом атаки. Хорошее разрешение течения в области отрыва позволяет иден-
тифицировать внутреннюю структуру возвратно-вихревого течения, например, ускорение 
встречного потока (рис. 12, к, 14, к и 16, к).  
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По причине использования многоблочной структуры расчетной сетки удается доста-
точно просто выполнить оценку относительной величины в распределениях давления и теп-
лового потока вдоль обтекаемой модели. На рис. 13, 15 и 17 даны распределения давления 
вдоль поверхности испытуемой модели в плоскости симметрии z = 0.Для удобства идентифи-
кации распределение давления на разных участках помечены разными цветами.  

 

Рис. 8, а. Поле температуры в K при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 8, б. Поле температуры в K при o4   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 8, в. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 8, г. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o4   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 8, д. Поле чисел Маха при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 8, е. Поле чисел Маха при o4   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 8, ж. Поле продольной скорости 
u

u
 при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 8, з. Поле продольной скорости 
u

u
 при o4   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 8, и. Поле плотности 



 при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 8, к. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o4   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 9, а. Распределение давления вдоль поверхности при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 9, б. Распределение температуры вдоль поверхности при o4   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 10, а. Поле температуры в K при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 10, б. Поле температуры в K при o8   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 10, в. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 10, г. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o8   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 10, д. Поле чисел Маха при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 10, е. Поле чисел Маха при o8   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 10, ж. Поле продольной скорости 
u

u
 при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 10, з. Поле продольной скорости 
u

u
 при o8   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 10, и. Поле плотности 



 при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 10, к. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o8   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 11, а. Распределение давления вдоль поверхности при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 11, б. Распределение температуры вдоль поверхности при о8   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 12, а. Поле температуры в K при 0   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 12, б. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при 0   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 12, в. Поле продольной скорости 
u

u
 при 0   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 12, г. Поле чисел Маха при 0   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 12, д. Поле температуры в K при 0   в плоскостях y = 0 и z = 0 

 

Рис. 12, е. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при 0   в плоскостях y = 0 и z = 0 
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Рис. 12, ж. Поле чисел Маха при 0   в плоскостях y = 0 и z = 0 

 

Рис. 12, з. Поле температуры в K при 0   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 12, и. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при 0   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 

 

Рис. 12, к. Поле чисел Маха при 0   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 13. Распределение давления вдоль поверхности при 0   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис.14, а. Поле температуры в K при o4   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 14, б. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 14, в. Поле продольной скорости 
u

u
 при o4   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 14, г. Поле чисел Маха при o4   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 14, д. Поле температуры в K при o4   в плоскостях y = 0 и z = 0 
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Рис. 14, е. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o4   в плоскостях y = 0 и z = 0 

 

Рис. 14, ж. Поле чисел Маха при o4   в плоскостях y = 0 и z = 0 
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Рис. 14, з. Поле температуры в K при o4   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 

 

Рис. 14, и. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o4   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 14, к. Поле чисел Маха при o4   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 

 

Рис. 15. Распределение давления вдоль поверхности при o4   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 16, а. Поле температуры в K при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 16, б. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o8   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 16, в. Поле продольной скорости 
u

u
 при o8   в плоскости симметрии z = 0 

 

Рис. 16, г. Поле чисел Маха при o8   в плоскости симметрии z = 0 
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Рис. 16, д. Поле температуры в K при o8   в плоскостях y = 0 и z = 0 

 

Рис. 16, е. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o8   в плоскостях y = 0 и z = 0 
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Рис. 16, ж. Поле чисел Маха при o8   в плоскостях y = 0 и z = 0 

 

Рис. 16, з. Поле температуры в K при o8   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 16, и. Поле давления (
0

PRES
p

p
 ) при o8   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 

 

Рис. 16, к. Поле чисел Маха при o8   в плоскостях перпендикулярных оси симметрии 
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Рис. 17. Распределение давления вдоль поверхности при o8   в плоскости симметрии z = 0 

Как и при анализе результатов, полученных с использованием кода USTFEN, отметим 
хорошее согласие с экспериментальными данными [30], а также адекватное описание всех ха-
рактерных областей течения. Таким образом, можно говорить не только о перекрестной вери-
фикации указанных компьютерных кодов, но и валидации каждого их них на примере сравне-
ния с экспериментальными данными [30]. 

7. Заключение 

Представлены результаты тестирования двух авторских компьютерных кодов с целью 
решения задач фундаментального и прикладного характера аэротермодинамики и аэрофизики 
гиперзвуковых течений. Первый компьютерный код, USTFEN, основан на использовании не-
структурированных тетраэдральных расчетных сеток. Второй компьютерный код, PERAT-3D, 
основан на использовании структурированных неоднородных многоблочных расчетных се-
ток. Выполнена валидация указанных компьютерных кодов на примере сравнения с экспери-
ментальными данными по определению аэродинамических характеристик затупленного по 
сфере кругового цилиндра с юбкой [30]. Выполнено сравнение результатов расчета, получен-
ных с использованием разных компьютерных кодов на структурированной и неструктуриро-
ванной сетке (так называемая перекрестная верификация компьютерных кодов). В качестве 
примера показаны различные способы графического представления результатов расчетов.  

Помимо расчетных данных в работе приведена формулировка системы уравнений На-
вье − Стокcа в удобном для численного конечно-объемного интегрирования виде и изложен 
алгоритм численного моделирования на неструктурированных тетраэдральных сетках. Дана 
формулировка трехмерного конечно-объемного метода для тетраэдральной сетки. Приведены 
расчетные соотношения, используемые при численном интегрировании на тетраэдральных 
сетках. Дана формулировка уравнений, реализуемых в компьютерном коде PERAT-3D. 

В завершение отметим ряд проблемных вопросов, которые требуют дальнейшей прора-
ботки с целью достижения совершенства разрабатываемых авторских компьютерных кодов. 
Сюда прежде всего относятся задачи упрощения и ускорения построения неструктурирован-
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ных и структурированных расчетных сеток для аэродинамических моделей сложных конфи-
гураций. Второй важной проблемой является ускорение вычислительных процедур, в том 
числе с использования инновационных подходов распараллеливания и применения новых ап-
паратных средств.  
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