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Abstract 

The results of calculations of convective heating of a sharp plate during flow around it with a 
supersonic stream at a speed of M = 6 ÷ 8 are presented. For calculations, the author's computer 
code NERAT-2D was used, which implements the Reynolds-averaged Navier − Stokes equations, 
together with algebraic models of turbulence suggested by Baldwin − Lomax and Prandtl. 
Good agreement is shown with experimental data for convective heating in a turbulent boundary 
layer. 
The analysis of the distribution of gas-dynamic functions in different cross-sections of the stream-
lined plate is carried out.  

Keywords: convective heating, laminar-turbulent transition, flow around a plate, supersonic 
speed. 
 

 
The distribution of the numbers St along the surface of the streamlined plate: 1 − experiment [Ber-
tram M.H., Cary Jr., A.M., Whitehead Jr. A.H. Experiments with Hypersonic Turbulent Bound-
ary Layers on Flat Plate and Delta Wings. AGARD Specialists ’Meeting on Hypersonic Boundary 
Layers and Flow Fields. London England. May 1968]; 2 − calculation using correlation relations 
for the laminar boundary layer; 3, 4 − calculations of this work using the NERAT-2D code with 
the Baldwin-Lomax model; 4 − the total density of the heat flux due to thermal conductivity and 
friction. Pr 0.72t    
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Аннотация 

Представлены результаты расчетов конвективного нагрева острой пластины, при обтека-
нии ее сверхзвуковым потоком со скоростью M = 6 ÷ 8. Для расчетов использовался автор-
ский компьютерный код NERAT-2D, реализующий усредненные по Рейнольдсу уравнения 
Навье − Стокса, совместно с алгебраическими моделями турбулентности Болдуина − Ло-
макса и Прандтля.  
Показано хорошее совпадение по конвективному нагреву в турбулентном пограничном 
слое с экспериментальными данными. 
Выполнен анализ распределения газодинамических функций в разных поперечных сече-
ниях обтекаемой пластины.  

Ключевые слова: конвективный нагрев, ламинарно-турбулентный переход, обтекание пла-
стины, сверхзвуковая скорость. 

1. Введение 

В соответствии с классификацией высокоскоростных течений, приведенной в работах 
[1,2], такие скорости полета летательных аппаратов, при которых использование модели со-
вершенного газа с постоянными теплоемкостями и неизменным молекулярным весом стано-
вится неправильным, называются гиперзвуковыми.  

Резкую границу между классическим сверхзвуковым и гиперзвуковым обтеканием уста-
новить невозможно, да и не имеет смысла, поскольку такие реальные свойства газа, как изме-
нение химического состава при протекании в нем химических реакций, возбуждение внутрен-
них степеней свободы молекулярных компонент, электронное возбуждение атомов и молекул, 
проявляются постепенно по мере роста скорости и зависят от параметров набегающего потока. 
В практике аэродинамических исследований принято, что область гиперзвуковых течений 
начинается от скоростей, отвечающих числам Маха > 6 ÷ 8.  

Одной из ключевых задач гиперзвуковой аэротермодинамики является изучение нагрева 
поверхности гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА) [3]. Особо выделяются следующие 
проблемы внешней аэротермодинамики и термогазодинамики двигательных установок ГЛА: 
 нагрев затупленных кромок планера ГЛА, воздухозаборников, органов рулевого управ-

ления; 
 локальный нагрев поверхности в местах взаимодействия падающих ударных волн с по-

граничными слоями; 
 локальный нагрев в областях ламинарно-турбулентного перехода (ЛТП) и турбулентный 

нагрев развитой поверхности; 
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 нагрев внутренних поверхностей двигательных установок, где реализуется сгорание топ-
лива и наблюдается множество ударно-волновых взаимодействий. 
Успешное решение перечисленных задач возможно при использовании всех типов ис-

следований: расчетно-теоретических, лабораторных и стендовых, а также летных испытаний. 
Очевидно, что каждое из направлений исследований развивается согласно своим внутренним 
закономерностям. Тем не менее сопряжение указанных направлений исследований позволяет 
достичь желаемого результата оптимальным путем. Последние десятилетия развития рас-
четно-теоретических методов в области гиперзвуковой аэротермодинамики показало необхо-
димость адекватного описания получаемых экспериментальных данных с использованием со-
здаваемых компьютерных кодов все большей сложности. Разработаны и реализованы специ-
альные программы валидации новых компьютерных кодов. Не снизился интерес и к исследо-
ванию классических задач аэротермодинамиким [4−6], решаемых для новых условий гипер-
звуковых течений. Простота и наглядность постановок классических задач аэродинамики поз-
воляет получить новые знания, получаемые с использованием современных компьютерных 
технологий. В частности, одно из современных направлений компьютерной аэротермодина-
мики – прямое моделирование уравнений Навье − Стокса на очень подробных сетках (предель-
ных для современных ЭВМ), базируется на решении погранслойных задач у плоской поверх-
ности или в трубах [7, 8]. Необходимость анализа теплообменных процессов у поверхностей 
протяженных гиперзвуковых аппаратов, является мотивационной причиной исследования 
также более простых моделей аэротермодинамики.  

В работе [9] выполнено детальное расчетное исследование тепловых режимов области 
турбулентного движения и зоны ЛТП при гиперзвуковом обтекании плоской пластины. Изу-
ченный диапазон скоростей М =6 ÷ 8.8. Работа выполнялась в рамках опытно-конструкторской 
проработки ГЛА Hyper-X. Достоинством указанной работы является подробный анализ трех се-
рий экспериментальных данных [1012] с использованием численного моделирования. Для 
этого использовался компьютерный код CFL3DE [13], в котором реализованы три модели: па-
раболизованные уравнения Навье − Стокса, модель Навье − Стокса вязкого сжатого слоя, урав-
нения Эйлера. Алгоритмически реализована маршевая по пространству расчетная процедура. 

Для учета особенностей турбулентного нагрева использовалась аналитическая модель 
Болдуина − Ломакса [14]. Подробно изучалось влияние используемых сеток. Итоговые реко-
мендации работы [9] по адекватному описанию экспериментальных данных состоят в необхо-

димости обеспечения подробности сетки по нормали к поверхности 2y  , где w

w w

y
y


 

   ; 

y  − нормальная к поверхности координата; w  − кинематическая вязкость; w  − напряжение 
трения на поверхности; w  − плотность газа у поверхности.  

В [9] были получены решения при весьма малых размерах минимального шага по нор-
мальной координате 4

1 ~ 0.5 10y    см (0.5 мкм), что соответствовало числам Рейнольдса, от-
вечающим минимальному шагу 

1

1Re ~ 10y
V y


 





  

В данной работе для численного анализа экспериментов [10−12] (валидация) и сравнение 
с результатами расчетов [13] (верификация) используется авторский компьютерный код 
NERAT-2D [15, 16]. Этот код многократно успешно тестировался на примере задач физико-
химической аэротермодинамики [16]. Учитывая актуальность исследования особенностей 
структуры пограничных слоев при гиперзвуковых скоростях обтекания поверхностей, экспе-
риментальные [10−12] и расчетные данные [13] выбраны для тестирования работы кода 
NERAT-2D совместно с простейшими алгебраическими моделями турбулентности. При этом, 
уравнения Навье − Стокса интегрировались без каких-либо упрощений, обычно применяемых 
для ускорения вычислений, в том числе модели вязко-невязкого взаимодействия [17]. 
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Задача о конвективном нагреве плоской пластины с острой кромкой является классиче-
ской для аэротермодинамики. Это обусловлено тем, что модель течения у плоской поверхно-
сти является весьма универсальной относительно применимости для других типов течений и 
других геометрий. Тем не менее, несмотря на большое количество работ, посвященной этой 
задаче, проблема конвективного теплообмена пластины (или, в более общей постановке - по-
верхности) при М > 6 исследована еще недостаточно, в особенности в части достоверного ис-
пользования моделей турбулентного смешения в аэротермодинамических компьютерных ко-
дах. По крайней мере, представляет значительный интерес изучить последствия сопряжения 
алгебраических моделей турбулентности с усредненными по Рейнольдсу уравнениями На-
вье − Стокса (RANS-модели). 

Данная задача наиболее подробно изучена в экспериментальных и расчетных работах, 
результаты которых обобщены в [912]. Для этой задачи получены также приближенные ана-
литические решения. На основе этих решений и экспериментальных данных предложены ап-
проксимационные полуэмпирические соотношения, получившие широкое распространение в 
практической аэротермодинамике [3]. Эти соотношения многократно проверены в широком 
спектре приложений, и они лежат в основе отраслевых методик, используемых с высокой сте-
пенью надежности в профильных аэрокосмических организациях. Подтверждение достовер-
ности получаемых расчетных данных привело к тому, что современные вычислительные мо-
дели прежде всего тестируются сравнением именно с указанными аппроксимациями. Для 
удобства в следующем разделе приведены указанные корреляционные соотношения. 

2. Приближенные корреляционные формулы, основанные на 
критериальных соотношениях теории пограничного слоя [3, 17, 18] 

Наиболее широко используется модель теплообмена, основанная на введении эффектив-
ного коэффициента теплообмена. 

Для ламинарного пограничного слоя 

  l
w e w

p

q H h
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где qw – плотность конвективного теплового потока;  l pc  – эффективный коэффициент 
теплообмена для ламинарного пограничного слоя; eH , h – адиабатическая энтальпия стенки и 
термодинамическая энтальпия, h e p   ; , ,e p  – удельная внутренняя энергия, давление 
и плотность; Prw w p wc  ; ,  , pc  − коэффициенты вязкости и теплопроводности, а также 
удельная теплоемкость при постоянном давлении; ,    − определяются по температуре T , 
которая, в свою очередь, находится по определяющей энтальпии (см. ниже, h ). Здесь индексы 
  и w указывают на параметры потока на внешней границе пограничного слоя и у поверхности. 

Для расчета плотности конвективного теплового потока при ламинарном обтекании пла-
стины ( = 0) или острого конуса ( = 1) в данной работе используется следующий алгоритм. 

1) Сначала задаются исходные данные обтекания. Например, в рассматриваемом случае, 
на основе работы [9]: 

710pc   эрг/(г × K),   M 29   г/моль,   65.04T T    K,   49.696 10V V     см/с, 

7
01.4, 8.3145 10R     эрг/(моль × K),   M 6, 320wT    K; 
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2) С использованием указанных данных рассчитывались определяющая энтальпия, тем-
пература и плотность 

   2
*

1
0.11 Pr

2 w wh h h V    ,   pT h c  ,  
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p M

R T
 




 , 

где , w wh c T h c T     . 

Вязкость определяется по формуле Сазерленда 
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3) Затем расчеты величины wq  производятся в каждом сечении по x по формулам (1)(3). 
Также производился расчет напряжения трения 
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Плотность конвективного теплового потока и напряжения трения в турбулентном погра-
ничном слое определяется в аналогичной последовательности по формулам 
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Характерные параметры   и  , как и прежде, рассчитываются с использованием T , 
которая определялась по определяющей энтальпии 
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После расчета напряжения поверхностного трения и плотности конвективного теплового 
потока определяются безразмерные коэффициенты трения и теплообмена (число Стантона) 
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3. Расчетная модель обтекания поверхности, основанная на уравнениях 
Навье − Стокса 

Расчет динамики вязкого, теплопроводного газа производится с использованием уравне-
ний Навье  Стокса в двумерной постановке. Расчетная область включает в себя поле течения 
в невозмущенном потоке, за фронтом ударной волны, образующейся за острой кромкой обте-
каемой пластины и над ее поверхностью. 

Исходная система уравнений формулируется в следующем виде: 

  div 0
t

 
 


V , (9) 

    2
div div 2

3 eff eff eff

u p u u
u

t x x y y x x x

    
                              

V V
v

, (10) 

    2
div div 2
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p u

t y y x y x y y

    
           

                     
V V

v v v
v , (11) 

  grad grad div gradp p eff V

T p
c c T p T Q

t t
     

    
 

V V , (12) 

где ,x y   декартовы координаты;  ,uV v   скорость потока и ее проекции на оси x и y; , p  

 плотность и давление; eff t     − эффективный коэффициент вязкости, определяемый 

по гипотезе Буссинеска, , t    динамический коэффициент вязкости и коэффициент турбу-

лентной вязкости; pc   удельная теплоемкость при постоянном давлении; T   температура; 

, ,eff t     эффективный коэффициент теплопроводности, коэффициенты молекулярной и 

турбулентной теплопроводности, который рассчитывался с использованием турбулентного 

числа Прандтля Pr t p
t

t

c


 ; VQ   мощность тепловыделения, обусловленного диссипатив-

ными  процессами и нагревом от внешних источников энергии. 
Уравнение сохранения энергии здесь записано в неконсервативной форме относительно 

температуры (в форме уравнения Фурье  Кирхгофа). Система уравнений (9)(12) использу-
ется совместно с термическим уравнением состояния идеального газа 

 0R
p T

M




 , (13) 

где 7
0 8.314 10R   эрг/(моль × K)  универсальная газовая постоянная; M   молекулярный 

вес газа.  
Граничные условия задают невозмущенный набегающий поток 
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и неотражающие граничные условия на выходе из расчетной области 

 : 0
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На поверхности обтекаемого тела задаются условия прилипания 

 0: 0x u  v  (16) 
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Расчетная схема решаемой задачи показана на рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема задачи (слева) и расчетная сетка 701 401  (вдоль и поперек пластины). На схеме 
показаны ударная волна (УВ), ламинарный (ЛПС) и турбулентный (ТПС) пограничный слой, а 
также координата ламинарно-турбулентного перехода LTx   

4. Алгебраические модели турбулентности 

Использовались две алгебраические модели турбулентного нагрева и трения плоской по-
верхности. Ламинарно-турбулентный переход определялся заданием критического числа Рей-
нольдса 

 ,Re LT
x LT

V x


 



 , 

где LTx   продольная координата, при которой начинался ламинарно-турбулентный переход. 

4.1. Модель турбулентного смешения Прандтля 

Это одна из первых и наиболее исследованных моделей. В разных вариациях данная мо-
дель излагается, например, в [2123]. 

Турбулентная вязкость определяется по хорошо известному феноменологическому со-
отношению [21] 

 2 ,t mL    (17) 

где mL   длина смешения Прандтля;   функция завихренности скорости. 

В случае простейшего течения вблизи пластины без градиента давления во внешнем по-
токе приближенно полагают 

 
u

y


 


 (18) 

Рассматривается двухслойная модель, в соответствии с которой длина пути смешения 
Прандтля определяется по формуле 

 
1 exp , при 0.2;

0.085 , при 0.2,

in
m

m

out
m

y y
L y

AL
y

L











   
          

  

 (19) 

где    толщина динамического пограничного слоя; 0.43    эмпирическая константа; 
26A  ; 
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 , ,w
w w

w w w

y u
y u u

y 
  

 
       

  , (20) 

где w   кинематическая вязкость вблизи поверхности. 

Воспользуемся связью между кинематической и динамической вязкостью   , тогда 

 w
w w w

w w w w

y y u
y u y

y


  
  

       
 (21) 

4.2. Модель Болдуина − Ломакса [14] 

Рассматривается двухслойная модель. В каждом слое определяется своя турбулентная 
вязкость. Во внутреннем (ближе к поверхности слое)  

 ,t in yD   , (22) 

где 0.4  ; D  демпфирующая функция Ван-Дриста: 

 1 exp , 26
y

D A
A






 
    

 
; 

функция завихренности в двумерном случае (проекция вектора rotV  на ось z ) 

 
u

x y

 
  

 
v

 

Во внешнем слое 

  ,t out cp wake KlebKC F F y  , (23) 

где 0.018, 1.6cpK C  ; 

  
16

max

1 5.5 Kleb
Kleb

C
F y y

y


  

   
   

, 

  max max , , 0.3wake KlebF y F F y y D C    , (24) 

где maxy   определяется координатой y , где  F y  достигает своего максимума, а 

 max maxF F y . 

Турбулентная вязкость, подставляемая в уравнения (10)(12), находится следующим об-
разом: 

 
,

,

, ,

, ,

t in cross
t

t out cross

y y

y y






  
 

где crossy   координата y , при которой , ,t in t out   первый раз по мере увеличения y .  

Используются также другие критерии для перехода от внутреннего к внешнему слою в 
гиперзвуковом потоке (см., например, [24−26]).  

Особо подчеркнем, что использование алгебраических моделей турбулентности сов-
местно с полной моделью Навье − Стокса сталкивается с рядом проблем, которые отсутствуют 
при решении задачи в классической погранслойной постановке. Например, вопрос о выборе 
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толщины пограничного слоя в сверхзвуковом течении с ударными волнами обсуждается в 
[26]. 

5. Результаты численного моделирования 

Полученные расчетные данные будем анализировать в следующем порядке. Сначала 
проведем сравнение расчетных и экспериментальных данных. Расчеты выполнены по корре-
ляционным соотношениям (1)−(7) и с использованием кода NERAT-2D с двумя моделями тур-
булентного смешения. Затем будут обсуждаться специфические особенности распределений 
газодинамических функций в ламинарном и турбулентном пограничных слоях. 

В соответствии с [9] задавались следующие условия в набегающем потоке (табл. 1): 

Таблица 1 

Исходные данные 

Расчетный 
вариант/ 

ссылка на 
эксперимент 

w

t

T

T
 M  T , K wT , K  , г/см3 p , эрг/см3 V , см/с 

1/[10] 
2/[10] 

0.2 
0.6 

6 
6 

65.04 
65.04 

106.67 
320.0 

1.185 × 10−4 
1.185 × 10−4 

2.209 × 104 
2.209 × 104 

9.696 × 104 
9.696 × 104 

3/[11] 
4/[12] 

0.65 
0.11 

6 
7.12 

63.01 
240 

336.7 
299 

1.160 × 10−4 
1.120 × 10−4 

2.100 × 104 
7.730 × 104 

9.540 × 104 
2.210 × 105 

5/[12] 
6/[12] 

0.19 
0.26 

8.8 
7.0 

93.99 
105.0 

296.3 
296.0 

2.290 × 10−4 
4.290 × 10−4 

6.170 × 104 
1.290 × 105 

1.710 × 105 
1.440 × 105 

 
Указанные исходные данные для расчетов определялись по данным таблицы 1 в работе 

[9] (по значениям M , , Re , wT T   ) последовательным применением соотношений 
3 2

51.458 10 ,
110.4

T

T
  




 


 г/(см × с); 

0

M

T R
a  




  см/с,  7
0 8.3145 10R    эрг/(моль × K),  1.4, M 29    г/моль, 

V M a    см/с, 
Re 

 




 , г/см3. 

Температура торможения оценивалась из соотношений 
2

0
,2 p

V
T T

c





  ,  , ,p Vc c  ,  
 

0
, 1V

R
c

M 





,  
1

Re , 100 смscale
scale

V
L

L



 




  . 

Для справки условия в набегающем потоке приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

Вариант  , г/(см × с)  , эрг/(см × K × с) Re , 1/см 

1 0.436 × 10−4 0.608 × 103 2.64 × 107 

2 0.436 × 10-4 0.608 × 103 2.64 × 107 

3 0.421 × 10−4 0.486 × 103 2.64 × 107 

4 0.155 × 10−3 0.214 × 104 1.60 × 107 

5 0.650 × 10−4 0.789 × 103 6.02 × 107 

6 0.728 × 10−4 0.898 × 103 8.46 × 107 
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На рис. 2 показано распределение чисел St (12), рассчитанных по корреляционным соот-
ношениям (1), (5), а также с использованием авторского кода NERAT-2D с тремя разными 
числами Pr 0.6t  , 0.7 и 1.0 для условий 1-го расчетного варианта. Здесь использовалась мо-
дель смешения Прандтля. В рассматриваемом случае полагалось 6Re 4 10x    и переход от 
ламинарного режима течения к турбулентному предполагался мгновенным. Отметим хорошее 
согласие рассчитанных плотностей конвективных тепловых потоков как при ламинарном, так 
и при турбулентном режиме течения с экспериментальными данными [10]. Влияние задавае-
мых чисел Prt  на плотность конвективных тепловых потоков для данного варианта незначи-
тельно. 

 
Рис. 2. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины в 
первом варианте расчета: 1 − эксперимент [10]; 2, 3 − расчет с использова-
нием корреляционных соотношений (1) и (5); 4, 5, 6 − расчеты данной ра-
боты при Pr 0.6t  , 0.7 и 1.0 соответственно (код NERAT-2D с моделью сме-
шения Прандтля) 

На рис. 3 показаны аналогичные данные для 2-го расчетного варианта. Главное отличие 
1-го и 2-го вариантов состоит в том, что во втором случае поверхность пластины заметно 
нагрета, что в большей степени соответствует реальной ситуации полета сверхзвукового ап-
парата при М ~ 6. Во втором случае наблюдается весьма сильное влияние числа Prt  на интен-
сивность нагрева пластины.  

На рис. 4 и 5 показаны результаты моделирования теплообмена с использованием мо-
дели Болдуина − Ломакса. Отметим, что для нагретой поверхности указанная модель дает за-
ниженные значения чисел St при Pr 0.72t  . 

Третий вариант расчета практически подобен первым двум. Однако он отвечает другой 
серии экспериментов и несколько более высокой температуре поверхности. Расчетные данные 
на рис. 6 и 7 показывают несколько худшее совпадение с экспериментальными данными [11] 
при использовании обеих моделей турбулентного смешения. При этом заметим, что и расчет-
ные данные [9] также отклоняются от этих экспериментальных данных. 

Результаты сравнения с экспериментальными данными [12] по теплообмену с обтекае-
мой пластиной в диапазоне чисел Маха М = 7 ÷ 8.8 показаны на рис. 810, соответственно для 
расчетных случаев 46. 
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Рис. 3. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины во 
втором варианте расчета: 1 − эксперимент [10]; 2, 3 − расчет с использова-
нием корреляционных соотношений (1) и (5); 4, 5, 6 − расчеты данной ра-
боты при Pr 0.6t  , 0.7 и 1.0 соответственно (код NERAT-2D с моделью сме-
шения Прандтля). Сплошные кривые − конвективный нагрев, штриховые − 
с учетом нагрева трением 

 
Рис. 4. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины в 
первом варианте расчета: 1 − эксперимент [10]; 2 − расчет с использованием 
корреляционных соотношений (1) для ламинарного пограничного слоя; 3, 4 
− расчеты данной работы по коду NERAT-2D с моделью Болдуина − Ло-
макса; 4 − полная плотность теплового потока за счет теплопроводности и 
трения. Pr 0.72t   
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Рис. 5. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины во 
втором варианте расчета: 1 − эксперимент [10]; 2, 3 − расчет с использова-
нием корреляционных соотношений (1) и (5); 4, 5 − расчеты данной работы 
по коду NERAT-2D с моделью Болдуина − Ломакса; 5 − полная плотность 
теплового потока за счет теплопроводности и трения 

 
Рис. 6. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины в 
третьем варианте расчета: 1 − эксперимент [11]; 2, 3 − расчет с использова-
нием корреляционных соотношений для ламинарного (1) и турбулентного 
(5) пограничного слоя; 4 − расчеты данной работы по коду NERAT-2D с 
моделью Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   
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Рис. 7. Распределение коэффициента поверхностного трения fC  вдоль по-
верхности обтекаемой пластины в третьем варианте расчета: 1, 2 − расчет с 
использованием корреляционных соотношений для ламинарного (1) и тур-
булентного (5) пограничного слоя; 3 − расчеты данной работы по коду 
NERAT-2D с моделью Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   

 

Рис. 8. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины в 
4-м варианте расчета: 1 − эксперимент [12]; 2 − расчет с использованием 
корреляционных соотношений (1) для ламинарного пограничного слоя; 3, 4 
− расчеты данной работы по коду NERAT-2D конвективной составляющей 
и с учетом нагрева трением (4) с моделью Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   
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Рис. 9. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины в 
5-м варианте расчета: 1 − эксперимент [12]; 2 − расчет с использованием 
корреляционных соотношений (1) для ламинарного пограничного слоя; 3, 4 
− расчеты данной работы по коду NERAT-2D конвективной составляющей 
и с учетом нагрева трением с моделью Болдуина − Ломакса 

 
Рис. 10. Распределение чисел St вдоль поверхности обтекаемой пластины в 
6-м варианте расчета: 1 − эксперимент [12]; 2 − расчет с использованием 
корреляционных соотношений (1) для ламинарного пограничного слоя; 3−6 
− расчеты данной работы по коду NERAT-2D конвективной составляющей 
(3, 5) и с учетом нагрева трением с моделью (4, 6) Болдуина − Ломакса; 
Pr 0.7t   (3, 4) и Pr 1.0t   (5, 6) 

Помимо сравнения данных по нагреву обтекаемой пластины (числа St) выполнялось со-
поставление доступных данных по коэффициенту поверхностного трения. На рис. 11, 12 даны 
результаты расчета fC  для 1-го и 2-го вариантов по корреляционным соотношениям и по коду 
NERAT-2D с использованием модели смещения Прандтля. На рис. 13, 14 дано сравнение ана-
логичных данных с экспериментом [11] для 1-го и 2-го расчетных случаев с использованием 
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модели Болдуина − Ломакса. В целом отметим удовлетворительное совпадение расчетных 
данных с корреляционными данными и экспериментом. 

 
Рис. 11. Распределение коэффициента поверхностного трения fC  вдоль по-
верхности обтекаемой пластины в первом варианте расчета: 1, 2 − расчет с 
использованием корреляционных соотношений для ламинарного (1) и тур-
булентного (5) пограничного слоя; 3, 4, 5 − расчеты данной работы по коду 
NERAT-2D с моделью пути смешения Прандтля; Pr 0.6, 0.72,1.0t   

 
Рис. 12. Распределение коэффициента поверхностного трения fC  вдоль по-
верхности обтекаемой пластины во втором варианте расчета: 1, 2 − расчет 
с использованием корреляционных соотношений для ламинарного (1) и 
турбулентного (5) пограничного слоя; 3, 4, 5 − расчеты данной работы по 
коду NERAT-2D с моделью пути смешения Прандтля; Pr 0.6, 0.72,1.0t   



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2019 Т.20(4)     http://chemphys.edu.ru/issues/2019-20-4/articles/890/ 

 16 

 
Рис. 13. Распределение коэффициента поверхностного трения fC  вдоль по-
верхности обтекаемой пластины в первом варианте расчета: 1, 2 − расчет с 
использованием корреляционных соотношений для ламинарного (1) и тур-
булентного (5) пограничного слоя; 3 − расчеты данной работы по коду  
NERAT-2D с моделью Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   

 

Рис. 14. Распределение коэффициента поверхностного трения fC  вдоль по-
верхности обтекаемой пластины во втором варианте расчета: 1, 2 − расчет 
с использованием корреляционных соотношений для ламинарного (1) и 
турбулентного (5) пограничного слоя; 3 − расчеты данной работы по коду  
NERAT-2D с моделью Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   

Теперь рассмотрим некоторые особенности распределения газодинамических функций. 
На рис. 15 показано двухмерное поле давления над поверхностью обтекаемой пластины. Ее 
острая кромка имеет координату 0 0.01x   см. Распределения газодинамических функций по 
нормали к поверхности строились в сечениях с координатами: 1 10x   см, 2 18x   см, 

3 21x   см, 4 24x   см, 5 27x   см, 6 29.9x   см. 
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Рис. 15. Поле давления над поверхностью пластины для 2-го расчетного варианта 

На рис. 16, а показаны температурные распределения в 6-ти сечениях вдоль поверхности 
пластин. Первый температурный профиль отвечает ламинарному режиму течения, а последу-
ющие 5 распределений – турбулентному пограничному слою. На рис. 16, б показаны те же рас-
пределения, но ближе к поверхности. Хорошо видно, как в турбулентном пограничном слое 
увеличиваются температурные градиенты, а по мере перемещения вдоль поверхности тол-
щина температурного пограничного слоя увеличивается.  

    
a                                                                                     б 

Рис. 16. Распределение температуры по нормали к поверхности в 6-ти сечениях вдоль поверхности 
пластины для 2-го расчетного варианта. Модель Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   (на правом рисунке 
показаны распределения функций вблизи поверхности) 

При этом температурные профили подобны распределениям продольной скорости 
(рис. 17) с хорошо исследованными в литературе участками вязкого подслоя, буферной зоны, 
зоны развитого турбулентного пограничного слоя с логарифмическим распределением скоро-
сти и внешней частью пограничного слоя. Заметим, что в данном случае наибольшая темпе-
ратура в пограничном слое незначительно превосходит температуру поверхности. 
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Рис. 17. Распределение продольной скорости в нормальном к поверхности 
направлении в 6-ти сечениях вдоль оси х. Второй расчетный вариант. Мо-
дель Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   

На рис.18 показаны профили молекулярной и турбулентной вязкости в 6-ти сечениях 
вдоль оси x . При 22 10y    см в вязком подслое превалирует молекулярная вязкость, а при 
больших расстояниях от стенки – турбулентная вязкость. При этом в вязком подслое ,t in  тур-
булентная вязкость определяется по формуле (22), а выше от поверхности – по модели ,t out  
по формуле (23).  

 
Рис. 18. Распределения молекулярной и турбулентной вязкости по нормали 
к пластине в 6-ти сечениях по х. Второй расчетный вариант. Модель Болду-
ина − Ломакса; Pr 0.72t   

Соответствующие распределения показаны на рис. 19.  
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Рис. 19. Распределения двух компонент турбулентной вязкости , ,o,t in t ut   
по нормали к пластине в 6-ти сечениях по х. Второй расчетный вариант. 
Модель Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   

Из указанных соотношений видно, что определяющей функцией является  , профили 
которой показаны на рис. 20. Отметим области не монотонности этих функций, обусловлен-
ных спецификой течения у поверхности с ударной волной. Профили функции  F y  F(y) (29), 
определяющей турбулентную вязкость ,t out  в модели Болдуина − Ломакса показаны на 
рис. 21. 

 
Рис. 20. Распределения функций вихря по нормали к пластине в 6-ти сече-
ниях по х. Второй расчетный вариант. Модель Болдуина − Ломакса; 
Pr 0.72t   
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Рис. 21. Распределения функций  F y y D   по нормали к пластине в  
6-ти сечениях по х. Второй расчетный вариант. Модель Болдуина − Ло-
макса; Pr 0.72t   

К вопросу об отличии моделирования турбулентного смешения в рамках модели погра-
ничного слоя от решения полных уравнений Навье − Стокса укажем на распределения нор-
мальных к поверхности компонент скорости yV V v  в разных сечениях по x  и градиента 

давления, показанные на рис. 22 и 23. Несмотря на то, что абсолютные величины yV  примерно 

в 100 раз меньше характерной величины 1xV u V  , следует принять во внимание, что про-

изводные 
x



v

 и 
u

y




 во внешней области могут оказаться соизмеримыми, что скажется на 

определении функции вихря  . 

 
Рис. 22. Поперечные к потоку скорости yV Vv  в разных сечениях вдоль 
оси х. Второй расчетный вариант. Модель Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   
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Рис. 23. Распределение функций  grad p  в разных сечениях вдоль оси х 
Второй расчетный вариант. Модель Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   

Распределения функции y  (24) в разных сечениях вдоль поверхности пластины пока-
заны на рис. 24. Наименьшая величина y  вблизи поверхности равна min 0.3y  см. 

 
Рис. 24. Распределение функций y+ в разных сечениях вдоль оси x . Второй 
расчетный вариант. Модель Болдуина − Ломакса; Pr 0.72t   

Распределения аналогичных функций в пограничном слое при использовании модели 
длины смешения Прандтля показаны на рис. 2531. Заметим, что представленные на этих ри-
сунках данные отвечают случаю холодной поверхности ( 0.2w tT T  ). Особо обращает на себя 
внимание осциллирующий характер поведения турбулентной вязкости (рис. 27) и функции   
(рис. 29). Распределения температуры (рис. 25), продольной (рис. 26) и поперечной (рис. 30) 
скоростей подобны предыдущему случаю. 
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Рис. 25. Распределение температуры по нормали к поверхности в 6-ти сече-
ниях вдоль поверхности пластины для 1-го расчетного варианта. Модель 
пути смешения Прандтля. Pr 0.6t   

 
Рис. 26. Распределение продольной скорости по нормали к поверхности в  
6-ти сечениях вдоль поверхности пластины для 1-го расчетного варианта. 
Модель пути смешения Прандтля. Pr 0.6t   

Указанные осцилляции функции вихря связаны с реально более сложным течением над 
пластиной, чем это моделируется в моделях пограничного слоя. Возможным способом борьбы 
с этими осцилляциями, которые могут привести к общей неустойчивости вычислительного 
процесса, может быть ограничение снизу величины  . 
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Рис. 27. Распределение турбулентной и молекулярной вязкости по нормали 
к поверхности в 6-ти сечениях вдоль поверхности пластины для 1-го рас-
четного варианта. Модель пути смешения Прандтля. Pr 0.6t   

Еще одной особенностью использования модели длины смешения Прандтля является 
условие (23), которое в графическом виде представлено на рис. 28. Отсюда следует, что при 

0.2y    длина пути смешения остается постоянной во внешней части пограничного слоя. 

 
Рис. 28. Распределение функций ,in out

m mL L  по нормали к поверхности в 6-ти 
сечениях вдоль поверхности пластины для 1-го расчетного варианта. Мо-
дель пути смешения Прандтля. Pr 0.6t   
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Рис. 29. Распределение вихря скорости по нормали к поверхности в 6-ти се-
чениях вдоль поверхности пластины для 1-го расчетного варианта. Модель 
пути смешения Прандтля. Pr 0.6t   

 
Рис. 30. Распределение поперечной компоненты скорости v  по нормали к 
поверхности в 6-ти сечениях вдоль поверхности пластины для 1-го расчет-
ного варианта. Модель пути смешения Прандтля. Pr 0.6t   
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Рис. 31. Распределение функции y+ по нормали к поверхности в 6-ти сече-
ниях вдоль поверхности пластины для 1-го расчетного варианта. Модель 
пути смешения Прандтля. Pr 0.6t   

6. Заключение 

Выполнено сравнение экспериментальных данных по теплообмену пластины в сверхзву-
ковых потоках воздуха при числах Маха М = 6 ÷ 8 с расчетными данными, полученными с ис-
пользованием модели течения Навье − Стокса совместно с аналитическими моделями турбу-
лентного смешения длины смешения Прандтля и модели Болдуина − Ломакса. В расчетах ис-
пользовался авторский компьютерный код NERAT-2D. Получено удовлетворительное согла-
сие с экспериментальными данными, что дает основание рекомендовать использование ука-
занных алгебраических моделей турбулентного смешения совместно с моделью Навье − 
Стокса для более сложных конфигураций гиперзвукового обтекания, что также рекомендова-
лось в других работах (см., например, [27, 28]).  

Вместе с этим, обращено внимание на необходимость аккуратного применения погран-
слойных моделей турбулентного смешения к анализу полных моделей течения. Полученные 
результаты позволили выполнить расчеты конвективного нагрева модели марсианского аппа-
рата и провести сравнение с соответствующими экспериментальными данными [29, 30]. 
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