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Abstract 

A 2D computational-theoretical technique (on a structured computational grid) has been devel-
oped that makes it possible to find a solution to a system of equations of linear thermoelasticity 
with boundary conditions of a general form for key elements of an aircraft moving at supersonic 
and hypersonic speeds in the Earth's atmosphere. It is assumed in the work that the effect of 
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Аннотация 

Разработана 2D расчетно-теоретическая методика (для структурированной расчетной 
сетки), позволяющая находить решение системы уравнений линейной термоупругости с 
граничными условиями общего вида для ключевых элементов летательного аппарата, 
двигающегося со сверхзвуковой и гиперзвуковой скоростью в атмосфере Земли. В работе 
принято, что эффект связанности полей деформации и температуры мал. 

Ключевые слова: математическое моделирование, термическая деформация, разработка 
численных методов, летательный аппарат. 

1. Введение 

Одной из наиболее важных и сложных задач при разработке конструкции высокоско-
ростного летательного аппарата является задача (экспериментального и расчетно-теоретиче-
ского) моделирования сопряженного теплообмена на внешней (обтекаемой) поверхности ле-
тательного аппарата (ЛА).  

В общем случае для решения такой задачи необходимо провести расчетно-теоретиче-
ское изучение особенностей структуры и пространственных распределений газодинамиче-
ских параметров потока вблизи поверхности ЛА, на основе этого изучения выполнить оценку 
конвективных тепловых потоков, а затем (используя значение теплового потока вдоль внеш-
ней поверхности ЛА) найти решение системы уравнений термоупругости внутри конструк-
ции ЛА с граничными условиями общего вида. Известно, что воздействие достаточно интен-
сивного теплового потока приводит к эффекту связности. Этот эффект приводит к взаимо-
действию полей деформации и температуры внутри конструкции ЛА. Однако в кристалличе-
ских телах этот эффект обычно мал. 

В данной работе для частичного решения этой сложной задачи выполнена формули-
ровка 2D приближенного метода оценки термонапряжений в ключевых элементах (кромках 
корпуса и крыльев, носовом обтекателе и т.д.) летательного аппарата, имеющих простейшие 
пространственные формы, например: в форме сферы или клина сопряженного с цилиндром 
и т.д. Здесь заметим, что в рассматриваемой ситуации сжатый и нагретый (в ударной волне) 
до высокой температуры (> 1000 K) воздух конвективным способом переносит энергию в ма-
териал стенки головной части ЛА. Эта энергия далее перераспределяется вдоль стенок рабо-
чего отсека ЛА. При этом именно в ключевых элементах и в головной части ЛА материал 
стенки испытывает максимальную тепловую нагрузку. Основная особенность термомехани-
ческих процессов в данном случае связана с тем, что они протекают в широком диапазоне 
температур. Поэтому в принципе, используемая математическая модель термомеханических 
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процессов должна учитывать зависимость свойств материалов конструкционных элементов 
ЛА от температуры T, а также описывать возможные фазовые переходы (плавление и струк-
турные превращения при высоких температурах). 

Физико-математическая модель, предназначенная для оценок термонапряжений в от-
дельных простых пространственных элементах конструкции летательных аппаратов, осно-
вывается на решение квазистатической задачи линейной термоупругости [1−3] (т.е. переме-
щения U


 и деформации ij  считаются малыми величинами по сравнению с характерными 

размерами ЛА). 
Она включает в себя уравнения механического равновесия линейно-упругой среды с 

учетом температурных напряжений (однако эта математическая модель не позволяет прово-
дить полное описание термомеханических процессов, так как в ней отсутствует основные 
физические механизмы, учитывающие пластическое деформирование конструкционных ма-
териалов) и уравнение теплопроводности специального вида. Как правило, «физическая» об-
ласть (в которой ищется решение) имеет криволинейные границы, а их форма в процессе 
математического моделирования может изменяться под действием тепловых и механических 
нагрузок. Для решения задач линейной термоупругости в такой сложной ситуации криволи-
нейная расчетная область преобразуется к пространственной области, в которой возможно 
введение регулярной (структурированной) сетки.  

При оценке термонапряжений в ключевых элементах ЛА вводятся следующие, упро-
щающие предположения: принимается, что конструкционный материал является изотропной 
сплошной средой; геометрия и теплонапряженное состояние конструкционного элемента ЛА 
описывается в двумерной (2D) постановке; изначально задаются внешние механические 
(силы, поля давлений) и тепловые воздействия (конвективный и радиационный тепловые по-
токи); считается, что скорость акустических волн в конструкционных элементах летательных 
аппаратов существенно больше скорости распространения в них тепловых волн. 

2. Математическая модель оценки термонапряжений в элементах 
конструкции летательных аппаратов 

Сформулируем пространственно-двумерную математическую модель, учитывающую 
зависимость транспортных свойств материала ЛА от температуры T и наличие фазовых пе-
реходов. Для упрощения (в этом случае в разрешающие уравнения не входят транспортные 
коэффициенты материала ЛА) математического описания краевую задачу сформулируем от-
носительно напряжений xx , xy , yy . Для этого в декартовой системе координат  X,Y  
рассмотрим (в предположении линейной теории упругости) двумерные уравнения динамики 
упругого тела в напряжениях xx , xy , yy : 
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где   – локальная плотность тела ЛА; xx , yy , xy  – компоненты тензора напряжений; yy , 

xy , xx  – компоненты тензора деформаций; xU , yU  – перемещения координат точек тела ЛА 



Physical-Chemical Kinetics in Gas Dynamics 2023 V24(2)                  http://chemphys.edu.ru/issues/2023-24-2/articles/1039/ 

4 

относительно недеформированного состояния;  ,
T

x x y yU t U t      v v v


 – компоненты 

скорости точек тела ЛА в декартовой системе координат  X,Y ; Q  – объемная мощность 

тепловых источников внутри тела ЛА; ,   – коэффициенты Ламэ;  H T  – энтальпия мате-

риала ЛА. Выражение  :   определяется следующим образом:  
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Здесь ,sc c  – теплоемкость твердой и жидкой фазы; s – обозначает твердую фазу;   – обо-
значает жидкую фазу; pT  – температура плавления; L  – скрытая теплота плавления (затвер-
девания). 

Если температура T  в некоторой точке ЛА превышает значение температуры плавле-
ния pT , то в этой пространственной области начинается фазовое превращение материала ЛА. 
В этом случае могут одновременно существовать твердая s и жидкая   фазы [2] 
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Коэффициент теплопроводности q  определяется следующим способом [2]: 

 
, 1,

, 0 1, 1

s
q

s

s s






       
 

Для получения замкнутой системы дифференциальных уравнений в частных производ-
ных (первого порядка) гиперболического типа продифференцируем соотношения Дюамеля – 
Неймана [4] и тензор деформации ij  по времени t  
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Отметим, что в данной ситуации наиболее целесообразно решать уравнения динамиче-
ской термоупругости относительно лагранжевых переменных. 
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Теперь рассмотрим более простую математическую постановку задачи оценки термо-
напряжений в элементах конструкции летательных аппаратов относительно перемещений U


. 

В этом случае задача сводится к численному решению системы двумерных уравнений квази-
статической линейной термоупругости, которые позволяют определить поля температур T  
и перемещений U


, компоненты тензоров напряжений ij  и деформаций ij  в конструкцион-

ных элементах ЛА [3] 

            div grad grad div 3 2 grad 0TU U          
 

, (1) 

    0 03 2 div div gradT q
U

c T
t t
     

  
     


,  

     , , , , , T
r zU U u r z t U r z t       v


, 

где , jt x  – время и декартовы координат;     , , , , , T
r zU U u r z t U r z t   v


 – вектор, описы-

вающий перемещение точки тела ЛА; T  – температура материала конструкции ЛА; 0T  – ис-

ходная (начальная) температура тела; 0T T    – избыточная температура;   – плотность 

вещества в теле ЛА; 0c   – теплоемкость при нулевой деформации; q  – коэффициент теп-

лопроводности (табл. 1); ,   – коэффициенты Ламэ; T  – коэффициент термического рас-

ширения.  

Таблица 1 

Теплофизические параметры материалов  

Материал 
Температура  

плавления 

pT , C 

Теплопроводность 

q , Вт м K  
Теплоемкость PC , 

Дж кг K  

Плотность 
 , 3кг м  

Графит МПГ-8 
изоотропный 

3700 25 1500 2000 

Графит УВП-1П 
ортотропный 

3700 
    

2000 1500 
1.6 534 

Алюминий 657 200 897 2700 
Вольфрам 3422 173 134 19300 
Молибден 2610 142 256 10200 
Сталь 20 1470 52 486 7770 

Сталь 08X18H10 1470 17 504 7874 

В случае изотропного тела (табл. 2) модуль всестороннего сжатия K  связан с модулем 
Юнга E , первым   и вторым   параметрами Ламэ и коэффициентом Пуассона   соотно-
шениями 

 
 2 1

E





, 
  1 1 2

E
 


 

, 
 3 2

3
K

 
 ,  

где K  – модуль всестороннего сжатия;   – модуль сдвига. 

При условии 1T T   температурную деформацию T
ij  в ЛА можно считать пропор-

циональной изменению температуры  3 2T
ij T T      , где T  – является коэффициен-

том теплового расширения материалов ЛА. В этом случае тензор напряжений ik  будет опре-
деляться соотношением Дюамеля–Неймана [4] 
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 – тензор деформации. 

Таблица 2 

Термомеханические параметры материалов 

Материал Модуль Юнга 
E , ГПа 

Коэффициент 
Пуассона   

Коэффициент термиче-
ского (теплового) расши-

рения T , 1/K 

Степень черноты 
материала стенки 

ЛА, Г  

Алюминий 70 0.34 0.0000239 0.11 ÷ 0.19 
Дюралюминий 74 0.34 0.0000239 0.11 ÷ 0.19 

Железо 180 0.25 0.0000112 0.78 
Латунь 95 0.35 0.0000172 0.61 ÷ 0.69 
Медь 110 0.35 0.0000166 0.57 ÷ 0.87 

Вольфрам 350 0.29 0.0000045 0.75 
Молибден 330 0.3 5.2 × 10-6 0.12 

Титан 112 0.32 (7.7 ÷ 10.4)  × 10-6 0.63 
Сталь 190 ÷ 210 0.25 0.0000112 0.4 

Объединение всех найденных в одной точке компонент тензора напряжений ik  в един-
ственную величину ̂  выполняется с помощью гипотезы формоизменения Мизеса [6]: пере-
ход материала в предельное состояние произойдет тогда, когда величина удельной потенци-
альной энергии формоизменения достигнет предела текучести. Эквивалентные напряжения 
̂  по этой гипотезе называются эквивалентными напряжениями по Мизесу [6] и определя-
ются формулой 
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где ̂  – эквивалентное напряжение по Мизесу [6] характеризует величины термоупругих 
напряжений, возникающих в элементах конструкции летательных аппаратов в процессе их 
высокоскоростного полета в атмосфере Земли. 

Граничные условия для температуры T формулируются путем задания теплового по-
тока на поверхности элемента конструкции ЛА 

 4
q i Г Г

i Г

T
q T

x
    




, 

где q  – коэффициент теплопроводности; Г  – степень черноты материала стенки на поверх-
ности Г летательного аппарата; iq  – конвективный тепловой поток, поступающий на поверх-
ность Г из внешней окружающей среды; Г – символ, который обозначает поверхность ЛА.  

Механические граничные условия в виде перемещений U


 или напряжений ij  на по-
верхности ЛА задаются аналогично работе [3]. 
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где 0iU


, if  – заданные функции; jn  – нормаль к поверхности ЛА.  

Начальные условия (момент времени 0t  ) определяются в виде изначально заданного 
пространственного распределения температуры T  и перемещений U


. 

Граничные условия, необходимые для решения квазистатической задачи линейной тер-
моупругости конечно-разностным методом, удобно реализуются, когда границы расчетной 
области   совпадают с координатными линиями в некой обобщенной системе координат 
 ,  . При этом расчетная область   переходит в параметрическую область p  (например: 
в прямоугольник, см. рис. 1). 

Введем преобразование координат вида    , ,  ,r r z z      

При известных в «физическом» пространстве координатах узлов сетки в расчетной об-
ласти ,   метрические коэффициенты в общем случае могут быть найдены путем числен-
ного дифференцирования по формулам 
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где    , ,J r z      – якобиан перехода от цилиндрической системы координат ,r z  к кри-
волинейной системе координат ,  . 

Для поиска функций    , ,  ,r r z z      может быть использована система уравне-
ний, полученная в работе [14, 17, 18]. Данные уравнения гарантируют, что найденные функ-
ции    , ,  ,r r z z      являются гладкими функциями координат ,  . Однако в некото-
рых случаях созданная таким образом расчетная сетка по тем или иным причинам может 
быть признана неудачной. В этой ситуации (вместе с дифференциальными способами) целе-
сообразно использовать аналитические алгебраические преобразования [5]. 

Напомним, что в общем случае для оператора  grad divU


 справедливо дифференци-

альное соотношение 

         grad div div grad rot rotU U U 
  

 

При условии (см. [3],  rot 0U 


) возможности введения термоупругого потенциала пе-

ремещений Ф  оператор   rot rot 0U 


,  gradU Ф


. Таким образом, расчет деформаций 

U


 внутри конструкции ЛА в этом случае сводится к решению квазистационарной задачи 
линейной термоупругости [3] 

     
 

 
 

3 2 1
div grad

2 1T TФ
     
  
 

 
 

,    gradU Ф


, 

где   – коэффициент Пуассона; U r r 
  

 – перемещение; T  – коэффициент термического 
расширения. Здесь r


 и r 


 радиус векторы точек областей до r


 и после r 


 термической де-

формации. Пространственное распределение термических напряжений ik  находится под-
становкой найденных значений термоупругого потенциала Ф  в выражение  gradU Ф


 и 

далее в соотношение  

    
3

02 3 2ij ij kk T ij
k

T T       
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Однако в двумерном случае применение оператора  rot rotU


 к 2D вектору 

 , T
r zU U U


 позволяет получить относительно простую форму записи 

   v 1
rot rot r z

u u
U e r e

z z r r r z r

                          
v  

 

Преобразуя дальше данную форму оператора  rot rotU


, получим 

   div grad
rr

rot rotU u P  
 

,  
z

rot rotU


 div gradv
z

P  


, 

где  
2 2 2 2

2 2
,

T
u u u u

P U
z r r r z r r zr z

       
            

v v 
.  

Здесь отметим, что аналогичный результат может быть получен прямым вычислением 

(в системе координат ,r z ) выражения   grad div U


.  

Таким образом, первому уравнению системы (1) можно придать более простую форму  

           div grad 3 2 grad 0TU P U          
  

 (2) 

Приведем вид дифференциальных операторов, входящих в уравнение (2) в криволиней-
ной системе координат ,  . 

Оператор   div grad U


 имеет вид 

         2 2 2 2

div grad
r z r z

rr

J u J u
U f

J J
     

 

   
  

 


, 

 
     r r z z r r z z

r r r

J u J u u u
f

J J r
            

   
          

    
, 

         2 2 2 2

div grad
r z r z

zz

J J
U f

J J
     

 

   
  

 

v v
, 

 
     r r z z r r z z

z r r

J J
f

J J r
            

   
          

    

v v v v
, 

 
u

u 





, 
u

u 





,  




v

v ,  




v

v  

Радиальной компоненте 
r

P


 вектора  P U
 

 в системе координат ,   можно придать 

следующую форму: 

 
2

2 r r r r r r r r
u u u u u

r
       

       
                                        

, 

 
2

z r z r z r z rz r
       

       
                                         

v v v v v
, 

 r r
u

u u
r   
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Продольная компонента 
z

P


 вектора  P U
 

 в системе координат ,   имеет вид 

 
2

2 z z z z z z z z
z

       
       

                                        

v v v v v
, 

 
2

z r z r z r z r
u u u u u

z r
       

       
                                         

,  

 z z
u

u u
z   
 


 

Для оператора    3 2 gradT     приведем следующую форму записи: 

      3 2 grad 3 2T T r rr

         
 
        

, 

      3 2 grad 3 2T T z zz

         
 
        

, 

где  , , ru r z t U ,  , , zr z t Uv  – проекции вектора перемещения  , ,U r z t


 на оси r  и z , 
0   – соответствует плоскому и 1   – осесимметричному случаям деформаций. 

Для криволинейной системы координат ,   укажем математическую форму уравнения 
(3), описывающего перенос внутренней энергии процессом теплопроводности.  

 
     2 2 2 2

0
1 1q r z q r zJ J

c f
t J J

 


       
 

   
  

  
, (3) 

 
     1 1q r r z z q r r z z q

r r

J J
S

J J r
 


                

   
          

    
, 

         0
0

3 21 1
3 2 T

T

J U t J U t T u t
D T

J J r
 


     

 
         

       
, 

где f S D   . 

3. Численный метод расчета  

При численной реализации уравнений (2), (3) в параметрической области p  вводится 

прямоугольная сетка  

  , ; 0, , 0,h j k j J k K     , h h  .  

Здесь 1j jh     , 1 2 0.5j j h    , 1 2 0.5j j h    , 1k kh     , 1 2 0.5k k h    , 

1 2 0.5k k h    . 

Численное решение системы уравнений (2), (3) осуществляется в два этапа. На первом 
этапе неявно разрешается уравнение теплопроводности специального вида (3). Затем на вто-
ром этапе (также неявно и с учетом, найденного на первом этапе слагаемого 
   3 2 gradT    ) находится решение уравнений линейной термоупругости (2). 

При решении «тепловой» части двумерных уравнений квазистатической линейной тер-
моупругости, которые описывают перенос внутренней энергии процессом теплопроводности 
(4), применяется следующая неявная двухшаговая разностная схема Дугласа – Писмана – Рек-
форда [6]: 
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1 2 1 2 1 2 1 21 2
1 2, 1 2,1, , , 1,,, 2 2

, 2
,

2

n n n nn n
j k j kj k j k j k j kj kj k n

j k

a a
c F O h h

Jh
  



        
    

  


, 

  , , nt t     ,   
  2 2

q r zJ
F f

J




   



 
 


, 

 
     

1 1 1 11 21
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1, , 1 2 2 2

, 2
,

2

n n n nnn
j k j k j k j k j k j kj k j k n

j k

a a
c F O h h

Jh
  



        
      

  


, 

 , ,
2

n t
t t        

 
,   

  2 2
q r zJ

F f
J




   



 
 


, (4) 

где n  – верхний индекс, относящийся к моменту «времени» t n t  , t  – шаг по «времени»; 

0c c J  ;  2 2
q r za J     . Данная разностная схема (вдоль пространственных направле-

ний ,  ) легко разрешается скалярной прогонкой. 
Для численного решения деформационного уравнения (2) или «теплового» уравнения 

(1) представим их в операторной форме AU F


. 
Вектор F


, входящий в правую часть уравнения AU F


 в случае расчета термодефор-

мационной части задачи можно записать следующим образом: 

        3 2 grad , 3 2 grad
T

T Tr zF            


 

При решении «тепловой» части двумерных уравнений квазистатической термоупруго-

сти вектор    03 2 divTF T U t     
 

. 

Разностный оператор A  для термодеформационной части задачи в произвольной кри-
волинейной системе координат ,  , определяется, следующим из уравнений (2), векторным 
соотношением 

       div gradAU U P U    
  

 

В случае рассмотрения «тепловой» части задачи оператор A  имеет вид 

   0div gradqA c        

Для поиска решения уравнения AU F


 можно воспользоваться методом установления 

[7] ,U t AU F t    
 

 и векторным вариантом двухшаговой разностной схемы Дугласа-
Писмана-Рекфорда [6] или же неявным итерационным методом вариационного типа – мето-
дом минимальных невязок [8] 

 1
, , ,

n n n
j k j k j kU U c tR   

  
,  0.9c  ,  

 
2

,R AR
t

AR
 

 

 ,  

где t  играет роль «времени», R


 – вектор невязок. Вектор R


 определяется следующим об-
разом: 

  1, , , 1, ,1

nn n
j k j k j kR AU b  ,    2, , , 2, ,2

nn n
j k j k j kR AU b  ,  

           , 1, , 2, ,, 3 2 grad , 3 2 gradn n n
j m j k j k T Tr zb b b           


,  1, 1, 1, 1j J k K     
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Для удобства изложения введем далее скалярное произведение [6] 

      
1 1 1 1

1, , 1, , 2, , 2, ,
1 1 1 1

,
J K J K

j k j k j k j k
j k j k

g d g d h h g d h h   

   

   

  
 

, 

  1 2, ,,j k j kg g g


,    , 1 2 ,,j k j kd d d


 (5) 

При нахождении «времени»   2
,t R AR AR 
  

 минимизируем значение квадрата не-

вязки , , ,j k j k j kR AU b 
 

, используя модифицированный вариант итерационного метода ва-

риационного типа – метод минимальных невязок [8].  
При численной реализации описанных выше вычислительных методов для аппрокси-

мации производных от переменных u , v ,   зададим на введенной выше сетке h h   сле-
дующее конечно-разностное представление производных [9]: 

 
     1 2, 1, , 1 2, , 1, 2

2
,

j k j k j k j k j k j k

j k

a g g a g gg
a O h

h


 
            

,  , 1,
1 2, 2

j k j k
j k

a a
a 




 , 

 
     1, 1, 1 1, 1 1, 1, 1 1, 1 2 2

,

,
4

j k j k j k j k j k j k

j k

a g g a g gg
a O h h

h h  
  

                  
 

Отметим, что в принципе для корректной работы описанного алгоритма необходимо: 
после каждого расчетного шага (т.к. произошла деформация границ расчетной области  , и 
изменились метрические коэффициенты r , r , z , z , J ) осуществить перестроение рас-
четной сетки (например: с использованием метода работы [4]); затем произвести интерполя-
цию (с учетом выполнения законов сохранения и нужной степени гладкости решения, см. 
[10]) транспортных коэффициентов, величин ( , , )U r z t


 и ( , , )r z t  (в узлах и центрах ячеек) 

на сетку, полученную после её перестроения.   

4. Методы преобразования 2D расчетной области 

При решении различного рода задач математической физики требуется наличие про-
стых и эффективных способов дискретизации расчетных областей, имеющих сложную кри-
волинейную форму. Представление уравнений математической физики в дискретной форме 
непосредственно в декартовой системе координат приводит к необходимости переноса с по-
мощью интерполяции (что означает внесение дополнительных ошибок) граничных условий 
на декартовые координатные плоскости. Эти координатные плоскости в общем случае не 
совпадают с истинными криволинейными границами расчетной области. Таким образом, воз-
никает необходимость в установлении математической связи между цилиндрической  ,r z  
или декартовой  ,y x  и некоторой обобщенной системой координат (в данном случае  ,  ), 
в которой границы расчетной области являются координатными линиями   и  . 

Такого рода математические связи могут быть найдены с помощью следующей группы 
вычислительных методов: методов теории функций комплексного переменного [11]; алгеб-
раических методов [12]; на основе решений дифференциальных уравнений в частных произ-
водных [13]. 

Здесь отметим, что вычислительные методы, основанные на использовании дифферен-
циальных уравнений, являются наиболее часто применяемыми на практике, т.к. в этом случае 
при построении расчетной сетки можно наиболее полно учесть математические свойства ис-
ходной решаемой задачи.  
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В качестве одного из вариантов расчетной сетки можно использовать неортогональную 
сетку, построенную по методу [5] трансфинитной интерполяции (TFI). Для этого применя-
ется билинейная интерполяция [5], который позволяет регулярным образом преобразовать 
«физическую» расчетную область G  (рис. 1) в прямоугольник (параметрический квадрат)   
в криволинейной системе координат  ,  . Введем следующее формулы (10) для однона-
правленных отображений  ,P    и  ,P   :  

        , 1 0, 1,P r r        
 

,          , 1 ,0 ,1P r r        
 

 (10) 

   

Рис. 1. Преобразование из цилиндрической  ,r z  (декартовой  ,y x ) системы 
координат в криволинейную систему координат  ,   

В этом случае интерполяция производится по одной координате (направлению)   или 
координате (направлению)  . Трансфинитная интерполяция P P   является булевой сум-
мой однонаправленных отображений  ,P   ,  ,P    и записывается следующим спосо-
бом (11): 

 P P P P P P          (11) 

Функции  0,r 


,  1,r 


,  ,0r 


,  ,1r 


 могут быть получены с помощью аппрокси-
мации их кривыми Безье [15] или сплайнами [16].  

Особой случай представляет ситуация, когда расчетную область (в декартовой системе 
координат ,X Y ) можно представить в виде совокупности G  подобластей вида «криволи-

нейный» прямоугольник G  (см. рис. 1). Тогда каждая подобласть G этой совокупности i
i

G  

может быть преобразована в нормализованный («элементарный») прямоугольник   (рис. 1). 
Для нахождения этого преобразования требуется определить функции  ,x   ,  ,y   , ко-

торые обеспечивают гладкое, однозначное отображение (рис. 1) «элементарного прямоуголь-
ного» элемента   (заданного на плоскости ,  ) в криволинейный «прямоугольник» G, ко-
торый определен на плоскости ,X Y . Такого рода преобразования могут быть использованы 
для повышения «вычислительного качества» расчетной сетки, созданной с помощью транс-
финитной интерполяции P P  . 

Преобразование  ,x   ,  ,y    для «элементарного прямоугольного» элемента   мо-

жет быть найдено путем решения (рис. 2) уравнений «близких» к уравнениям Лапласа [20] 
0x  , 0y  , для которых заданы граничные условия определяемые требованием соответ-

ствия координат точек (см. рис. 1) на контуре G  области G  и контуре   параметрической 
области  : 
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2

22
x x x x x

J P Q  
       
                                

, 

    00, xx      ,     1, x
ax      ;  0 b  ,  

    00, xx      ,     1, x
bx      ;  0 a  , 

 
2

22
y y y y y

J P Q  
       
                                

, 

    00, yy      ,     1, y
ay      ;  0 b  , 

    00, yy      ,     1, y
by      ;  0 a  , 

где 

 
2 2

x y
 
            

,   
x x y y
   
   

 
   

,   
2 2

x y
 
            

,   D



 , 

   arccos    ,    , G   ,  , G    , 

 

   
 

 
   

2 2

2 2

2

, ,
2

2
, ,

sin

D

P
D

      

 
    



 

 

               
 

 

 
   

 
   

2 2

2 2

2

2
, ,

2
, ,

sin

D
Q

D

      

      


 

 

          


 

где   – расстояние перехода от точек границы G  к внутренним точкам расчетной области 
G , 110   – малая величина. 

 

Рис. 2. Пример расчетной сетки (100 × 300 четырехугольных ячеек), по-
строенной путем решения уравнений «близких» к уравнениям Лапласа 
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Функция D  и соотношение вида  2 0   , входящие в коэффициенты P  и Q  

(«управляющие функции»), обеспечивают «квазиконформность» (т.е. «ортогональность», а 
также растяжение с «одинаковым» коэффициентом вдоль осей  ,  ) отображения  ,x   ,

 ,y    в метрике 2 2 2 2 2 2d d d dx y D D     пространства 2 .  

При численном поиске решения уравнений «близких» к уравнениям Лапласа возможно 
применение разностной схемы Дугласа – Писмана − Рекфорда [6] и противопоточной схемы 

[21] для слагаемых вида P




 и Q




. 

Заметим, что если область G  не является выпуклой (рис. 1), то некоторые узловые 
точки искомой расчетной сетки могут оказаться за пределами границ (контура) G  области 
G . Однако для приведенного выше способа построения расчетной сетки этого явления не 
наблюдается (рис.2). 

5. Результаты тестовых расчетов  

Для проверки работоспособности сформулированного выше 2D вычислительного ме-
тода (кода) и оценки термонапряжений в отдельных ключевых элементах ЛА (кромках кор-
пуса и крыльев, носовом обтекателе и т.д.) был решен набор из шести тестовых (валидаци-
онных) задач [22−27], которые имеют аналитические решения.  

Во всех сериях тестовых расчетов равновесное термодеформируемое состояние опре-
делялось в теле «простой формы», которое представляло собой либо затупленный по сфере 
конус, либо затупленный по цилиндру клин (рис. 3–5) или прямоугольник (рис. 6).  

 

Рис. 3. Контур G  термодеформируемого тела в цилиндри-
ческой  ,r z  или декартовой  ,y z  системах координат 

 

Рис. 4. Расчетная сетка (100 × 300 четырехугольных ячеек), 
используемая в первой тестовой задаче 
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Рис. 5. Температурное поле Т [K], полученное при решении 
первой тестовой задачи для 0 300T   [K] 

 

Рис. 6. Расчетная сетка (100 × 300 четырехугольных ячеек), 
используемая во второй тестовой задаче 

Первые четыре тестовых расчета проверяют отдельные (например: тепловой расчет и 
метод оценки термонапряжений выполняются отдельно друг от друга) элементы математи-
ческой модели термомеханических процессов. 

Последние два тестовых расчета носят синтетический характер и дают возможность 
оценить правильность работы вычислительного кода в более полном объеме. 

Используемая в первом тестовом примере геометрическая модель термодеформируе-
мого тела имеет следующие характерные размеры (рис. 3–5): длина 1.1 м, поперечный размер 
0.45  м, радиус скругления головной части 0.2  м, эквидистантное расстояние между нижней 
и верхней границами 0.1  м, угол наклона образующей равен 15  град.  

На рис. 6 в расчетной области G  приведена сетка, используемая во второй тестовой 
задаче. 

Для решения первой тестовой задаче применялось (с учетом соотношений 

 div 0U t  


, 0 0tT    и краевого условия вида     0,G s s T     ) дифференциальное 

уравнение теплопроводности      0 03 2 div div gradT qc T U t
t


     


    



, входящее 

в систему уравнений (1). На рис. 4 в расчетной области G  приведена сетка, используемая в 
первой тестовой задаче.  
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Результат численного решения (разностная схема Дугласа – Писмана − Рекфорда [6]) 
этой тестовой задачи показан на рис. 5. В данном тесте величина невязки 310  , число ите-
раций 8321, максимальная величина абсолютной ошибки 20.131 10  [K]. 

Вторая тестовая задача (рис.7) математической модели (1) основывалась на поиске тем-
пературного поля  ,T x y  в изотропном материале с источниками теплоты Vq , которые рас-

полагаются в расчетной области G  (см. рис. 3, рис.4). Это температурное поле  ,T x y  может 

быть определено с помощью решения 1-ой краевой задачи (  GT s  ) уравнения двумер-

ной стационарной теплопроводности ΔT  , V qq   .  

В данной ситуации использовалось точное решении      ,T x y C Y y y X x x    (кон-

станты имеют следующие значения: 100, 1, 1C X Y   ) уравнения Пуассона ΔT  , 

    2
r G

С x X x y Y y


      ,  G
T s


 . Это решение  ,T x y  следующим способом 

определяет краевую функцию:    G
C Y y y X x x


   . Начальное условие для рассмат-

риваемого итерационного процесса задавалось в виде 0T  .  
На рис. 7 приведен результат численного решения (разностная схема Дугласа – Писма-

на − Рекфорда [6]) второй тестовой задачи. В этом случае значение невязки 310  , число 
итераций 10889, максимальная величина абсолютной ошибки 0.12 [K]. 

 

Рис. 7. Температурное поле Т [K], полученное при решении 
второй тестовой задачи 

В третьей тестовой задаче (рис. 8, рис. 9), которая связана с определением деформаций 

(перемещений  , TU u v


) в конструктивных элементах ЛА, использовалось векторное урав-

нение 

       div grad 0U P U f     
   

,     3 2 grad , 0Tf f     
 

, 

с краевым условием:  1,1 T

G
U





. 

Начальное условие в этом случае задавалось в виде  0, 0 TU u  v


. В данном тесто-
вом расчете (разностная схема Дугласа – Писмана − Рекфорда [6]) величина невязки соста-
вила величину 310  , число итераций 106762, максимальное значение абсолютной ошибки 

50.91 10 . 
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Рис. 8. Радиальная компонента перемещения rU , полученная при 
решении первой тестовой задачи, связанной с расчетом деформа-
ций в конструктивных элементах ЛА 

 

Рис. 9. Продольная компонента перемещения zU , полученная 
при решении первой тестовой задачи, связанной с расчетом де-
формаций в конструктивных элементах ЛА 

В четвертой тестовой задаче также используется первое уравнение системы (1), но ве-
личина 0f 


. Этот тест основывается на векторном аналитическом варианте решения сле-

дующего вида:      1,u x y C Y y y X x x   ,      2,x y C Y y y X x x  v  (константы 
имеют следующие значения: 1 2100, 100, 1, 1C C X Y    ) 

Для этого правая часть f


 уравнения       div grad 0U P U f     
   

 должна быть 

записана в виде 

     1 1 12r Gf С x X x y Y y         ,       2 2 22r Gf С x X x y Y y         , 

где               1 1 22 С Y y y C X x Y y x Y y y X x xy                 , 

               2 2 12 С X x x C X x Y y x Y y y X x xy                  

Начальное условие задавалось в виде  0, 0 TU u  v


. В этом тестовом расчете (раз-
ностная схема Дугласа – Писмана − Рекфорда [6], рис. 10) величина невязки составила вели-
чину 110  , число итераций 117337, максимальное значение абсолютной ошибки 
0.1248087.  

В пятой тестовой задаче рассмотрим определение температурных напряжений в беско-
нечно большой (относительно координаты x , рис. 11) пластине толщиной  . На верхней и 
нижней плоскостях данной пластины (рис. 11) задаются постоянные температуры 1T  и 2T . 
Начальная температура тела 0 2T T .  
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   а        b 

Рис. 10. Радиальная rU  (a) и поперечная zU  (b) компоненты перемещения, полученная при реше-
нии второй тестовой задачи, связанной с расчетом деформаций в конструктивных элементах ЛА 

 

Рис. 11. Схема тестовой задачи по определению температур-
ных напряжений в бесконечно большой пластине 

В такой ситуации перемещения вдоль координаты x  равны 0v , а температура 
   2 1 2T y T T T y    и поперечное перемещение  u y  материала пластины является только 

функцией безразмерной координаты y y  . Тогда деформационное уравнение (1), а также 
граничные условия (в безразмерной форме: u u  ) относительное перемещения u  можно 
записать в следующем виде: 

    
2

2

d
2 3 2

d
T

u
T

y
        , 0 0yu   , 1 0yu   , 1 2T T T    

Аналитическое решение этой задачи (расчет температурных перемещений ,u v , дефор-
маций yy , xy , xx  и напряжений yy , xy , xx  в бесконечно большой пластине) можно пред-
ставить в следующей форме: 

 
 
 

23 2

2 2 Tu T y y
  
 
     

,  0v , 

 
 
 

 3 2
2 1

2 2yy T T y
  
 


  


,  0xx  ,  0xy  ,  0yx  , 

 
 3 2

2yy T T
 

 


   , 0xy  ,  3 2xx yy T T y         

Используем аналитическое решение этой задачи для тестирования разрабатываемого 
вычислительного кода. С этой целью возьмем прямоугольную пластину со следующими гео-
метрическими размерами: длина 20L   м, толщиной 1   м (см. рис. 11). Будем считать, что 
пластина изготовлена из Al и обладает следующими механическими и теплофизическими 
свойствами (см. табл. 2):  
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 52.39 10T
   1/K, 70E   ГПа, 0.34  , 200q   Вт/(м·K) 

Верхняя поверхность пластины равномерно нагрета до температуры 1 32T  С, нижняя 
поверхность до 2 12T  С. Отметим, что такая конфигурация теплового воздействия на пла-
стину вызывают напряжения, которые растягивают (в поперечном направлении) пластину у 
более нагретой поверхности и сжимают её у менее нагретой поверхности. При расчете ис-
пользовалась разностная схема Дугласа – Писмана − Рекфорда [6], величина невязки соста-
вила величину 310  , число итераций 21855. 

Расчет по аналитическим формулам по теплофизическим параметрам Al дает следую-
щее значение величины термического напряжения в поперечном направлении: 

25.52687 10yy     ГПа.  
Из графических результатов (рис. 12, б) следует, что значение напряжения 

25.5265 10yy     ГПа (которое получено с помощью разработанного вычислительного 
кода) неизменно в поперечном направлении и хорошо соотносится с напряжением (рис. 13, 
б), предсказываемым аналитической формулой.  

 

а 

 

b 
Рис. 12. Температурное T [K] (а) и радиальное распределения напряжение 

yy [ГПа] (б), полученное из расчета теплового расширения бесконечно боль-
шой пластины 

         

а         б 
Рис. 13. Поперечная компонента перемещения yU [см] (а) и напряжения yy  (б), полученные в ре-
зультате расчета теплового расширения бесконечно большой пластины  

аналитический расчет;   численный расчет 

Uy yy  

y [см] y [см] 
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В шестой тестовой задаче расчетная область   представляет собой квадрат 
[0;1] [0;1]   . В этой задаче моделирует теплофизические и термомеханические процессы, 

протекающие в ключевом элементе (сфера, сопряженная с клином или конусом, рис. 14) ле-
тательного аппарата. Для данного теста на рис. 14 указано соответствие (с помощью цвета 
линий) границ   и G , отмечена топологическая эквивалентность области   (a), в кото-
рой выполняются тестовые расчеты, и основной «физической» области G  (b).  

 

Рис. 14. Расчетная область в задаче о свободном тепловом расширении 

При этом используются следующие обозначения (см. рис. 14): 

 0 1, 0,1;        ,  ,i i i
x y i x y               

При решении тестовой задачи будем считать, что поле температуры T  внутри квадрат-
ной области (рис. 14) однородно: 0( , ) ,T x y T T T     const. Систему уравнений, описыва-
ющую решение данной задачи, можно записать в следующей форме: 

  
2

2

d
2 0

d

u

y
   ,    

2

2

d
2 0

dx
  

v
, 

а граничные условия ( xu  v , yu u ) представим в виде следующей записи:  

 0

0

0,  0
x

x

x yj j
j

u n


  ,   0

0

0,  0
y

y

y xj j
j

u n




  ,   
1

0;  1,2ij j
j

n i


   

То есть на (нижней) границе 0
yГ  заданы нулевые перемещения 0 0

y
yu    по y, а на (ле-

вой) границе 0
xГ  заданы нулевые перемещения 0 0

x
xu    по x. Остальная часть границы (т.е. 

1
xГ  и 1

yГ ) квадратной расчетной области (рис. 14) может свободно перемещаться.  

Напомним, что граничные условия в деформациях ij  связаны с граничными условиями 
в напряжениях ij  следующей зависимостью: 

    
2

0
1

2 3 2ij j ij j kk T ij j i
j j k j

n n T T n f        


 
      

 
     

Здесь ij  – векторы напряжений на площадках, внешние нормали которых совпадают с по-
ложительными направлениями координатных осей jx ; jn  – компоненты единичного вектора 
n


 равные косинусам углов между вектором n


 и осями jx ; if  – заданная компонента внешней 
силы, действующая на элемент поверхности в i-м направлении.  

В рассматриваемой задаче о свободном тепловом расширении величина 0if  . При 
рассмотрении условия равновесия объемные силы обычно не учитываются, так как они яв-
ляются величинами более высокого порядка малости.  
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Аналитическое решение задачи о свободном тепловом расширении находится относи-
тельно безразмерных переменных x x  , y y   и u u  , v v  

 
   3 2

2( )x Tu T x
 


 


  


,   
   3 2

2( )y Tu T y
 


 


  


, 

 
 3 2

2( )xx yy T T
 

  
 


  


,   0xy  ,   0yx  , 

 0, 1, 2, 1, 2ij i j     

В этом варианте тестового расчета (разностная схема Дугласа – Писмана − Рекфорда [6], 
рис. 16) величина невязки составила величину 510  , число итераций 53952. Некоторые 
результаты расчетов приведены на рис. 15 и рис. 16. 

T  [K] 

 

yU  [см]  

 

   a        b   
Рис.15. Температурное поле T [K] (а) и поле поперечного компонента перемещения yU  (б), полу-
ченные из расчета задачи о свободном тепловом расширении 

 
Рис. 16. Поперечная компонента перемещения yU  [см], которая 
получена в результате решения задачи о свободном тепловом 
расширении.   

  аналитический расчет; численный расчет 

x [см] x [см] 

y [см] 

yU
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6. Заключение 

Сформулирована 2D расчетно-теоретическая методика (для структурированной расчет-
ной сетки), позволяющая находить решение системы уравнений линейной термоупругости с 
граничными условиями общего вида для ключевых элементов летательного аппарата, двига-
ющегося со сверхзвуковой и гиперзвуковой скоростью в атмосфере Земли. Проведена разра-
ботка численной методики нахождения решения 2D уравнений термоупругости.  

В работе принято, что эффект связанности полей деформации и температуры мал. По-
этому 2D расчетно-теоретическая методика основана на последовательном решении диффе-
ренциальных уравнений теплопроводности и обобщенного закона Гука с учетом термонапря-
жений: 
 на первом этапе рассчитывается поле температуры в конструкции ЛА; 
 на втором этапе выполняется расчет термических напряжений и деформации конструк-

тивных элементов ЛА под действием температурного поля. 
Выполнено первоначальное численное моделирование температурных полей и термо-

напряжений в простейших элементах конструкций летательных аппаратов.  
Из выполненных расчетов следует, что численное моделирование физических процес-

сов, протекающих на поверхности (и в ближайшей окрестности) высокоскоростных летатель-
ных аппаратов, необходимо проводить на основе комплексных, взаимно согласованных, со-
пряженных математических моделей аэротермодинамики, теплообмена и термопрочности. 
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