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Abstract 

The paper explores potential surface gravity waves in an ideal fluid described by Lambert W 
functions. The shape of the undisturbed free surface is examined, depending on the magnitude 
of the wave. Characteristics of the deformed surface are derived. The influence of the wave 
amplitude on the dispersion characteristics, as well as on the group and phase velocities, is in-
vestigated. 
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The dependence of the phase (dashed lines) and group (solid lines) velocities of gravitational waves 
(1) without taking into account the influence of amplitude, (2) for a wave with amplitude 0 1  cm, 
(3) for a wave with amplitude 0 10  cm, (4) for a wave with amplitude 0 100  cm, (5) for a wave 
with amplitude 0 1000  cm (a) from the wavelength and (b) from the period of wave motion 
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Аннотация 

В работе исследуются потенциальные поверхностные гравитационные нелинейные 
волны в идеальной жидкости, описываемые W-функциями Ламберта. Анализируется 
форма свободной поверхности в зависимости от амплитуды волны. Получены характери-
стики формы возмущенной поверхности. Исследовано влияние амплитуды волны на дис-
персионные характеристики, а также на групповую и фазовую скорости. 

Ключевые слова: W-функция Ламберта, потенциальное течение, поверхностные волны, 
нелинейные волны, идеальная жидкость, характеристики волн. 

1. Введение 

Поверхностные волны являются объектом экспериментального и теоретического ис-
следования на протяжении многих веков. Существует несколько подходов к решению задачи 
об определении формы свободной поверхности (или раздела двух жидких сред) при распро-
странении вдоль нее периодических течений. Серьезное развитие получила теория асимпто-
тических аналитических приближений для инфинитезимальных волн, в которой возмущение 
представляется в виде суперпозиции гармонических функций разных гармоник [1]. Другой 
подход заключается в поиске точных решений нелинейной задачи в различных постановках 
[2–5]. Форма возмущенной поверхности и ее характеристики исследуются как теоретически, 
так и экспериментально [5–7]. Знание формы поверхности жидкости необходимо для прове-
дения инженерных и конструкторских расчетов при проектировании разнообразных гидро-
технических сооружений и плавательных средств [8–11]. Знание формы волны позволяет 
рассчитать траекторию частиц [12–14], что может быть использовано при расчетах переноса 
вещества и энергии волны [15–16], а также взвешенных частиц и загрязнений в океане [17–
18]. Использование асимптотических аналитических подходов позволяет получать решения 
в общих постановках задачи, но накладывает ограничении, связанные с границами примени-
мости методов. Как правило, в таких случаях исследователи ограничиваются волнами малых 
амплитуд по сравнению с длиной. Точные решения нелинейных задач о распространении 
волн позволяют обойти эти ограничения, но класс задач, имеющих точные решения, ограни-
чен и описывает только специфичные случаи. В настоящей работе исследуются некоторые 
характеристики свободной поверхности, описываемой W-функцией Ламберта [19–20]. Такое 
описание становится возможным если производить частичную линеаризацию задачи [21], 
при этом не используется приближение волн малой амплитуды. 
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2. Постановки задачи 

2.1. Математическая формулировка задачи и решение 

Рассматривается распространение гравитационных поверхностных потенциальных 
волн в неограниченной полубесконечной идеальной жидкости с постоянной плотностью   
в двумерной постановке в декартовой системе координат Oxz . Ось Ox  направлена таким 
образом, чтобы совпадать с направлением распространения волнового движения, а ось Oz
направлена вертикально вверх противоположно направлено с вектором ускорения свобод-
ного падения  0, g g . Уровень 0z   соответствует равновесному положению свободной 
поверхности. Отклонение свободной поверхности с амплитудой 0  от равновесного положе-
ния обозначим  0, ,x t  . Задачи такого класса помимо лабораторной системы координат 
Oxz  дополнительно рассматриваются в движущейся вместе с жидкостью системе координат 
O z . Связь между горизонтальными координатами и их производными в лабораторной и в 
движущейся системах координат с использованием скорости распространения волны с  и 
времени t  для волн, распространяющихся в положительном направлении выражается следу-
ющим образом: 

 phx c t     (1) 

В движущейся системе координат отклонение свободной поверхности не зависит от 
времени и является только функцией горизонтальной координаты и амплитуды  0,   , а 
производные по пространственным и временным координатам связаны соотношениями 

 , ,z z x t phf f f f f c f            (1) 

Математическая формулировка задачи в простейшем случае состоит из уравнений пе-
реноса импульса для идеальной однородной жидкости, уравнения неразрывности, условия 
затухания движения с глубиной и стандартных гидродинамических граничных условий на 
свободной поверхности. В двумерной постановке для однородной жидкости уравнение не-
разрывности сводится к уравнению несжимаемости, а скоростьu  определяется через функ-
цию тока  

    , ,z x z         u  (2) 

В сделанных предположениях в лабораторной системе координат математическая фор-
мулировка записывается следующим образом: 
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Давление жидкости (7) P складывается из атмосферного давления 0P , гидростатиче-

ского и возмущения давления, связанного с распространением волны P . 
В движущейся с волной системе координат основные уравнения задачи (4) перепи-

шутся следующим образом: 
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Подставляя давление (7) в уравнения (8) запишем: 
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Из динамического граничного условия (5) с учетом (7) следует, что динамическая до-
бавка к давлению P  на поверхности принимает нулевое значение. Производная по горизон-
тальной координате от динамической добавки к давлению выражается из горизонтальной 
компоненты уравнения Эйлера (9). Следовательно, левая часть верхнего уравнения в (9) на 
свободной поверхности также принимает нулевое значение 

  : 0ph z z z zzz c g                         (9) 

Заметим, что выражение в скобках в (10) с учетом уравнения Лапласа (9) можно преоб-
разовать следующим образом: 

    221

2z z zz z z z                                  (10) 

Кинематическое граничное условие (5) в движущейся системе координат запишется 
следующим образом: 

 : 0ph zz c                 (11) 

Используем линейное приближение (12) и с учетом (11) запишем граничные условия 
(10), (12) в виде производной по горизонтальной координате 
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Формальная запись условия затухания движения (6) в движущейся системе координат 
не меняется. Решение для затухающих периодических движений ищется в виде пакета бегу-
щих волн вида 

       
0

, exp , dz k z k k     


     (13) 

Здесь k – волновое число, а функция  ,k   подлежит определению в процессе решения. 

2.2. Решение задачи 

Задача (9), (13) с функцией тока вида (14) впервые была рассмотрена в работе [21]. 
Опуская математические выкладки, запишем решение для функции, описывающей отклоне-
ние свободной поверхности от равновесного значения  0,   , функции тока  , z   и дав-
ления P  
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Здесь  W x  – W-функция Ламберта; a  – константа, определяемая из условия неизменности 
среднего уровня жидкости, а нижними индексами «+» и «» обозначены существующие неза-
висимо друг от друга решения. Решение (15) в пределе инфинитезимальных волн сводится к 
гармоническим функциям, а в случае волн конечной амплитуды приводится к классическому 
результату волн Стокса [1]. При этом для увеличения точности результата необходимо вы-
полнить поправку для скорости волны с учетом ее зависимости от амплитуды [21] 

  2 21ph
g

c
k

   (15) 

Здесь 0k   – параметр, характеризующий отношение амплитуды к длине волны. 

Для анализа свойств и характеристик свободной поверхности необходимо составить 
действительную функцию из комбинаций комплексных функций Ламберта (15). Наиболее 
простой вид отклонения свободной поверхности определяется суперпозицией независимых 
решений: 

      0 0
0

1
, exp exp

2 2

k k
a W ik W ik

k

                       
 (16) 

Константа a  определяется из условия неизменности потенциальной энергии жидкости, 
связанной с положением среднего уровня 

  0, d 0   



  (17) 

Проанализируем некоторые характеристики возмущенной свободной поверхности. Ис-
пользование выражения (17) с учетом (18) позволяет снять ограничения на амплитуду волны 
[21].  

3. Характеристики волны Ламберта 

Выполним построения формы поверхности (17) для волн различной амплитуды. Анализ 
показывает, что функции Ламберта описывают два типа волн, отличающихся друг от друга – 
волны с гладкими вершинами при малых амплитудах и волн с заостренными вершинами, 
которые возникают при превышении параметра   критического значения 2 0.736cr e   . 
На рис. 1 представлены профили свободной поверхности в переменных, обезразмеренных на 
волновое число k  для (а) докритических амплитуд cr  , (б) около критических амплитуд 

cr   и (в) закритических амплитуд cr  . Для удобства для некоторых волн на рисунке 
добавлены фазовые сдвиги. 

Профиль волны при достижении критической амплитуды cr  качественно изменяется. 
Для малых амплитуд функция (17) непрерывна, однако, если выполняется условие cr   в 
вершине волны функция (17) теряет непрерывность и форма поверхности характеризуется 
разрывом функции   в точке, соответствующей вершине волны. Для иллюстрации приведем 
зависимости значения функций  Re   и  Im   на вершине волны ( 2 ,n n   ) от без-
размерного параметра   в переменных, обезразмеренных на волновое число k  (рис. 2). 
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а 

б 

в 

Рис. 1. Профиль свободной поверхности, возмущенной волнами Ламберта с 
(а) докритическими значениями амплитуд 0.1  , 0.25  , 0.5  ; (б) око-
локритическими значениями амплитуд 0.1 0.66cr cr     , 2cr e   , 

0.1 0.81cr cr      и (в) закритическими значениями амплитуд 1  , 
1.5  , 2   

 

а б 

Рис. 2. Зависимость (а) действительной и (б) мнимой части функции, определяющей форму 
волны   на вершине ( 2 ,n n   ) от безразмерного параметра  

С превышением параметра  критического значения в вершине волны наблюдается не 
только разрыв, но и вид функции (17) – она становится комплексно определенной. Стоит 
отметить, что разрыв функция претерпевает только в вершине волны, что отражается на 
форме поверхности – волны от гладких становятся заостренными с вытянутой ложбиной. 
Рассмотрим длительность волны под   и над   равновесным уровнем 0z  , нормирован-
ную на длину волны 2 k  . Обозначим символами      нормированные величины, 
а символом          – разницу между относительными длительностями ложбины и 
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вершины волны. На рис. 3 изображены зависимости отнесенных к длине волны длительно-
стей участков над равновесным уровнем, под ним и разницы между ними от параметра  .  

 

Рис. 3. Зависимость относительной длительности участка над равновес-
ным уровнем     , под равновесным уровнем      и их раз-
ницы          

При докритических значениях амплитуды, когда вершина волны гладкая с ростом ам-
плитуды происходит линейный рост длительности участка под равновесным уровнем и ли-
нейное уменьшение длительности участка над равновесным уровнем. Своих экстремальных 
значений длительности достигают при критическом значении амплитуды волны. При закри-
тических значениях амплитуды с ее увеличением происходит более плавное обратное изме-
нение длительностей. С увеличением амплитуды волны растет продолжительность участка 
над равновесным уровнем, но все равно остается меньше, чем длительность участка под ним. 
В этом смысле волны Ламберта являются распространяющимися впадинами, а не верши-
нами. Это может играть важную роль при взаимодействии волны с препятствиями, инженер-
ными сооружениями или кораблями.  

Обратим внимание на то, что фазовая скорость распространения волн Ламберта (16) 
зависит от амплитуды. Выразим из (16) зависимость групповой скорости grc , частоты   и 
периода T  волнового движения. 

  
     2 2

22

2 2 1
1 , , 1 3

2 11
gr

g
gk T c

kgk

   
 

     


 (18) 

Построим дисперсионные зависимости длины волны 2 k   от периода волнового 
движения T  и частоты   от волнового числа k  для волн Ламберта разных амплитуд и для 
сравнения приведем зависимость для классических гравитационных волн с дисперсионным 
соотношением, не зависящим от амплитуды волны. На рис. 4 представлены дисперсионные 
зависимости для волн с амплитудами 0 1000  см, 0 100  см, 0 10  см, см и зависимость, 
в которой не учитывается влияние амплитуды. 

Анализ показывает, что влияние амплитудной поправки тем заметнее, чем меньше 
длина волны. Это ожидаемый результат – с уменьшением длины волны при фиксированной 
амплитуде увеличивается параметр   в соотношениях (16), (19). Для волн с длинами, значи-
тельно превышающими амплитуду, зависимость сводится к классической и амплитудные по-
правки не играют существенной роли. В классической модели (черная линия (1) на рис. 4) 
зависимость выглядит предельно просто – прямая линия в двойном логарифмическом мас-
штабе. 
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а б 

Рис. 4. Дисперсионные кривые для волн (1) без учета влияния амплитуды, (2) с амплитудой 
0 1  см, (3) с амплитудой 0 10  см, (4) с амплитудой 0 100  см, (5) с амплитудой  
0 1000  см (а) зависимость длины волны от периода волнового движения (б) зависимость ча-

стоты от волнового числа 

Рассмотрим влияние амплитуды на фазовую и групповую (определяющую перенос 
энергии) скорость волн Ламберта. На рис. 5 представлены зависимости фазовой (пунктирные 
линии) и групповой (сплошные линии) скоростей для волн Ламберта с амплитудами 

0 1000  см, 0 100  см, 0 10  см, 0 1  см и классические зависимости для гравитацион-
ных волн (а) от длины волны, (б) от периода волны, (в) от частоты и (г) от волнового числа.  

 

а б 

 

в г 

Рис. 5. Зависимость фазовой (пунктирные линии) и групповой (сплошные линии) скорости гра-
витационных волн (1) без учета влияния амплитуды, (2) для волны с амплитудой 0 1  см, (3) 
для волны с амплитудой 0 10  см, (4) для волны с амплитудой 0 100  см, (5) для волны с 
амплитудой 0 1000  см (а)от длины волны, (б) от периода волнового движения, (в) от частоты 
и (г) от волнового числа 
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При длине волны порядка нескольких амплитуд и меньше групповая скорость превы-
шает фазовую скорость гравитационных волн конечных амплитуд. Расчеты показывают, что 
при одинаковых значениях частоты (периода волны) скорость распространения волн с боль-
шими амплитудами выше и растет пропорционально увеличению амплитуды. 

Полученные зависимости можно использовать в качестве оценки скорости распростра-
нения волн различных амплитуд в натурных условиях. При этом предложены построения 
характеристик в зависимости от различных переменных, удобных для наблюдения экспери-
ментаторам, в частности зависимости от длины и от периода волнового движения фиксиру-
ются проще чем, зависимости от частоты. 

4. Заключение 

В настоящей работе проанализированы некоторые характеристики свободной поверх-
ности нелинейных волн, полученных в частично линеаризованной постановке, в которой ли-
неаризуется только кинематическое граничное условие на свободной поверхности. Решение 
впервые было получено в [21] находится в виде W-функций Ламберта. Исследовано влияние 
амплитуды на групповые и фазовые скорости волн и на дисперсионные характеристики. 
Волны конечной амплитуды обладают нелинейной дисперсией – существует расчетное ми-
нимальное значение групповой и фазовой скорости гравитационных волн, различающееся 
для волн разных амплитуд. Чем меньше амплитуда волны, тем меньшее минимальное значе-
ние скорости предсказывается расчетами. С увеличением амплитуды волны минимальное 
значение сдвигается в область более длинных волн. Существует критическое значение ам-
плитуды гравитационной волны, при котором функция, описывающая форму поверхности, 
теряет непрерывность, и форма свободной поверхности перестает быть гладкой и принимает 
вид с заостренными вершинами. Полученные результаты сводятся к классическим результа-
там для инфинитезимальных волн и могут быть использованы без ограничений на амплитуду 
волны, что существенно расширяет класс задач, в которых возможно применение описанного 
решения. 
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