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Abstract 

A two-layer system of stratified inviscid liquids is considered in a two-dimensional formulation. 
The dispersion relations of surface waves propagating along the interface are determined. Ex-
pressions for the velocities of wave mass transfer (Stokes drift) in the upper and lower media 
are obtained. Expressions are obtained that allow the construction of trajectories of motion of 
liquid particles in both media. It is shown that in a stratified liquid, the drift velocity near the 
surface has a significantly lower value compared to the velocity arising in the homogeneous 
liquid model, but decays more slowly with depth. The obtained ratios uniformly converge to the 
known ratios in the model of homogeneous media.  

Keywords: stratified fluid, ideal liquid, infinitesimal perturbations, Stokes drift, matter transfer, 
energy flow. 

In the two-dimensional formulation in the model of uniformly stratified contacting immiscible 
liquids, expressions are obtained for the velocity of the Stokes drift initiated by the propagation 
of a surface periodic wave. Taking into account the drift velocity, the trajectories of individual 
liquid particles in the contacting layers are constructed. The analysis of the expressions obtained 
shows that the drift motion initiates the mixing of adjacent layers of liquid. In the stratified media 
model, the drift velocity near the surface is less than predicted by the homogeneous media 
model, but it decays more slowly with depth.  

   

The momentum and energy fluxes average over the period of wave motion are constructed, taking into 
account the Stokes drift in both contacting liquid planes. The consideration is carried out on the exam-
ple of media with water and air parameters  
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Аннотация 

В двумерной постановке рассмотрена двухслойная система стратифицированных невяз-
ких жидкостей. Определены дисперсионные соотношения поверхностных волн, распро-
страняющихся вдоль границы раздела. Получены выражения для скоростей волнового 
массопереноса (дрейфа Стокса) в верхней и нижней среде. Получены выражения, позво-
ляющие выполнить построение траекторий движения жидких частиц в обеих средах. По-
казано, что в стратифицированной жидкости скорость дрейфа в близи поверхности имеет 
значительно меньшее значение по сравнению со скоростью, возникающей в модели од-
нородной жидкости, но медленнее затухает с глубиной. Полученные соотношения равно-
мерно сходятся к известным соотношениям в модели однородных сред. 

Ключевые слова: стратифицированная жидкость, идеальная жидкость, инфинитезималь-
ные возмущения, дрейф Стокса, перенос вещества, поток энергии 

1. Введение 

Периодические течения на поверхности жидкости интересуют исследователей с давних 
пор. Дж. Г. Стокс показал [1], что при распространении периодического возмущения вдоль 
поверхности жидкости формируется дрейфовое движение, которое впоследствии было 
названо его именем – дрейф Стокса. При выводе соотношений Дж. Г. Стокс использовал мо-
дель однородной жидкости, хотя и отмечал необходимость учета ее гетерогенности. С точки 
зрения развития исследований массопереноса, связанного с распространением поверхност-
ных периодических движений большой вклад внес М. С. Лонге-Хиггинс. Именно его работы 
[2–3] стали катализатором для активного аналитического, численного и экспериментального 
изучения явления с точки зрения разнообразных приложений [4–9]. Внимание к дрейфовым 
движениям в жидкостях связано с академическими и прикладными приложениями в области 
биологии [10–11], экологии [12], геофизики [13–15] и многих других. В XXI веке исследова-
тели стали обращать внимание не только на расчет профилей скорости, но и на траектории 
движения материальными частицами, составляющими жидкость [16–18]. Современные ис-
следователи обращают внимание на тонкую структуру распределения вещества при перио-
дических движения во всплесках капель и струй [19–21]. В последние годы довольно активно 
исследуются поверхностные периодические течения в стратифицированных жидкостях [22– 
24]. В настоящей работе исследуется дрейфовое течение в двухслойной системе несмешива-
ющихся контактирующих жидкостей, в которой верхняя среда менее плотная чем нижняя и 
обе жидкости считаются стратифицированными. Подробно рассматривается методика рас-
чета траекторий индивидуальных жидких частиц, заметаемые в процессе распространения 
волнового поверхностного движения, инициирующего дрейф. 
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2. Математическая формулировка задачи 

В качестве основы для математической формулировки задачи рассматривается фунда-
ментальная система уравнений [25–26], которая включает в себя уравнение состояния для 
плотности, потенциала Гиббса и других термодинамических величин, уравнение переноса 
импульса, уравнение диффузии, уравнение теплопроводности и уравнение неразрывности. В 
настоящей работе рассматривается система из двух несмешивающихся невязких неограни-
ченных жидкостей в декартовой системе координат Oxyz. Расположим систему координат 
так, что вертикальная ось Oz направлена против направления действия сил тяжести g, а плос-
кость Oxy совпадает с равновесным положением поверхности раздела 0z  . Поверхностная 
энергия характеризуется коэффициентом поверхностного натяжения  . Будем считать, что 
плотности обеих жидкостей в равновесном состоянии стратифицированы и являются функ-
циями от вертикальной координаты. Ставится задача о расчете дисперсионных соотношений 
поверхностных волн  ,z x t , распространяющихся в положительном направлении оси Ox 
вдоль границы раздела сред в предположении независимости движения от горизонтальной 
координаты y. В качестве дополнительного упрощения будем рассматривать жидкости пере-
менной плотности без учета действия физических факторов, обеспечивающих ее перемен-
ность, и вместо уравнения состояния зададим стратификацию плотности верхней и нижней 
жидкостей 

          00 00, , , , ,a a a a w w w wr z s x z t r z s x z t        (1) 

Здесь и далее нижний индекс a соответствует верхней жидкости, а индекс w – нижней; 00a , 
00w  – равновесное значение плотности соответствующей жидкости на границе раздела; 

,( ) ( )a wr z r z  – функции, определяющие стратификацию плотности в равновесном положении; 
, , ,( ) ( , , )  a ws x z t s x z t  – малые (по сравнению с равновесным значением) отклонения плотности, 

связанные с распространением периодического течения. Верхняя жидкость полагается менее 
плотной, чем нижняя   a w  . В сделанных предположениях в модели изотермических оке-
ана и атмосферы и в отсутствии примесей фундаментальная система уравнений предельно 
редуцируется и принимает вид 
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Здесь  , ,( ) ( ) ,a a a w w wu w u w u u  – поле скоростей; ,a wP P  – давление в соответствующей жид-
кости. Давление складывается из гидростатического и периодического ,p p

a wP P  давления, воз-
никающего из-за распространения возмущения вдоль границы раздела 
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Математическую формулировку задачи (1)–(3) необходимо дополнить стандартными 
гидродинамическими граничными условиями на границе раздела и условиями затухания 
движения с удалением от границы раздела 
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Здесь n – вектор нормали к поверхности раздела сред. 
Решение задачи (1)–(5) будем искать в виде периодических течений, представляя иско-

мые функции в виде зависимостей  exp xik x i t   с положительно определенной частотой 
волнового движения 0  . В то же время мы полагаем, что волновой вектор   , x zk kk  мо-
жет быть комплексно определен. Использование алгебры комплексных чисел при решении 
задачи расширяет пространство решений и необходимо дополнительно указывать правила 
отбора физически реализуемых решений. Эти правила подробно будут описаны ниже при 
выборе корней дисперсионных соотношений. Рассмотрим задачу (1)–(5) в приближении Бус-
синеска: в этом приближении жидкость можно считать несжимаемой, а плотность является 
переменной только в слагаемых с ускорением свободного падения. Тогда в двумерной поста-
новке для поверхностных периодических течений можно записать скорость с использова-
нием функции тока ψ 

    exp expa a az xA k z ik x i t    , 

    exp expw w wz xA k z ik x i t   , (5) 

 ,a z a a x au w     , (6) 

 ,w z w w x wu w       (7) 

С учетом вида решения (6), и выражений (7)–(8) после выполнения процедуры снесения 
граничных условий (4) на равновесную поверхность 0z   для инфинитезимальных возму-
щений границы раздела в линейном приближении по амплитуде периодического движения 
математическая формулировка задачи запишется следующим образом (индекс «1» обозна-
чает величины первого порядка малости) 
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Выполняя перекрестное дифференцирование компонент уравнений Эйлера (9)–(10) и 
(12)–(13), чтобы избавиться от давления, затем, используя уравнения неразрывности (11) и 
(14) получим соотношения, содержащие только функцию тока для верхней и нижней сред 

0 :z   2
1 1exp 0tt a a xx a

a

z
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 2 2,a w
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g g
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 
  

Здесь ,a wN N  – частота плавучести верхней и нижней жидкости соответственно. 

Подставляя вид решения (6) в соотношения (19)–(20) получим дисперсионные соотношения, 
связывающие компоненты волнового вектора периодического движения в обеих средах 
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Решения дисперсионных соотношений (21) записываются следующим образом: 
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С учетом (22) условие совместности граничных условий на границе раздела (15)–(17) 
приводит к дисперсионному соотношению, связывающему компоненты волнового вектора с 
частотой периодического движения 
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Дисперсионное соотношение (23) является уравнением третьей степени по отношению 
к компоненте волнового вектора xk  и имеет 3 корня, которые находятся с применением фор-
мулы Кардано [22] 
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Правила выбора физически реализуемых решений следуют из естественных условий 
затухания движения с удалением от границы раздела (18) и для возмущения, распространя-
ющегося в положительном направлении оси Ox принимает вид (для возмущений, распростра-
няющихся в противоположном направлении результаты следует симметрично отразить от-
носительно вертикальной оси Oz) 

        Re 0, Im 0, Re 0, Re 0x x az wzk k k k      (25) 
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Дисперсионные соотношения (21)–(25) равномерно сходятся к известным соотноше-
ниям в однородной жидкости при выполнении предельных переходов  0,  0a wN N    

 2 2 2 2,x az x wzk k k k  , (26) 

    3 2
00 00 00 00 0x w a x w ak g k            (27) 

Анализ показывает, что условиям (26) удовлетворяет только решение (24) (в совокуп-
ности с решениями (22)). Представленные зависимости равномерно сходятся к известным 
для нестратифицированной жидкости (  0,  0w aN N  ) и в случае малой плотности верхней 
среды слабо отличаются от выражений, полученных в модели одной жидкости [27].  

Дрейф Стокса – это явление второго порядка малости по амплитуде волнового движе-
ния. Для слагаемых второго порядка малости (обозначены нижним индексом «2») математи-
ческая формулировка задачи (1)–(5) записывается следующим образом: 
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00 1 1 00 1 1 00 1 1a a x a zz a x a a z a xz aN                ,  (28) 

 2 00 2 00 1 1 00 1 1
p

z a a xt a a x a xz a a z a xx aP                 , (29) 

 00 2 00 2 00 1 1 00 1 1
1

a t a a x a a z a x a a x a z a
a

s s s              


; (30) 

0 :z   00 2 00 2 2 00 1 1
p

w x w zt w x w w w xg P gs               
2

00 1 1 00 1 1 00 1 1w w x w zz w x w w z w xz wN                , (31) 

 2 00 2 00 1 1 00 1 1
p

z w w xt w w x w xz w w z w xx wP                 , (32) 

 00 2 00 2 00 1 1 00 1 1
1

w t w w x w w z w x w w x w z w
w

s s s              


; (33) 

0 :z   2 2 1 1 1 1t x a x z a xz a               (34) 

 2 2 1 1 1 1t x w x z w xz w               (35) 

 2 00 00 00 2 00 2 2x a w a zt a w zt w xxxg                   

 00 00 1 1
00 1 1 00 1 1

a w w a x
w w x a a x

a w

g
g s g s

   
   

  
    

 
, (36) 

 2 2: 0, : 0w az z       (37) 

Подставляя решение задачи первого порядка малости с учетом дисперсионных соотно-
шений (22), (24) в правые части уравнений (29)–(37) можно получить вид неоднородностей 
задачи второго порядка малости. Неоднородности всех уравнений будут иметь периодиче-
ский характер зависимости от времени и пространственной горизонтальной координаты. Та-
ким образом решение задачи второго порядка малости не даст вклад в дрейфовые компо-
ненты скорости.  

3. Расчет скорости дрейфа Стокса и траекторий движения жидких 
частиц 

Полученное выше решение построено в описании Эйлера. Для перехода к лагранже-
вому описанию необходимо преобразовать скорости по формуле [28] 
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         
0

, , , , , , d , ,
t

L E E Ex z t x z t x z x z t      u u u u  (38) 

Здесь нижним индексом «E» обозначено поле скоростей в описании Эйлера, а индексом «L» 
 описании Лагранжа. Стоит отметить, что при выполнении перехода (39) меняется статус ко-
ординат: в лагранжевом описании координаты определяют начальное положение материаль-
ной точки, скорость которой определяется в момент времени t . Формула (39) справедлива во 
втором приближении по амплитуде волны в случае малых по сравнению с амплитудой смеще-
ний жидкой частицы. Поскольку решение задачи второго порядка малости периодические, то 
вклад в дрейфовые компоненты дают только интегральные слагаемые в (39). В настоящей ра-
боте производится расчет траекторий движения с точностью до лидирующих слагаемых: в пе-
риодических движениях лидирующими являются слагаемые первого порядка малости, а в 
дрейфовых движениях – слагаемые второго порядка малости. Подстановка (6) в (39) позволяет 
рассчитать скорость дрейфа Стокса adriftu  в верхней и wdriftu  в нижней жидкости: 

    2
2 exp 2

,0 ,0x az az
adrift adrift a

k k k z
u A


 

   
 

u , 

    2
2 exp 2

,0 ,0x wz wz
wdrift wdrift w

k k k z
u A


 

   
 

u  (39) 

На рис. 1, ав построены профили скорости дрейфа в жидкостях с параметрами воды и 
воздуха в стратифицированных океане и атмосфере ( 3

00 1 г смw  , 3
00 0.001 г смa  , 

272 эрг см  ) при частотах плавучести 11 сa wN N    в обеих средах (сплошные линии) 
и в нестратифицированных жидкостях (пунктирные линии).  

  

а б 

в 
г 

Рис. 1. Профиль скорости дрейфа Стокса в сильно стратифицированных атмосфере (1) и океане 
(3) и однородных атмосфере (2) и океане (4) при частоте волнового движения инициировавшего 
дрейф а) 140с  , б) 1100с  , в) 1500с   и г) зависимость модуля координаты, при кото-
рой сравниваются скорости в моделях однородной и стратифицированной жидкости от частоты 
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Расчеты показывают, что отличие профиля скорости дрейфа Стокса в стратифициро-
ванной жидкости при разных частотах плавучести практически незаметно и составляет доли 
процента. С увеличением частоты периодического течения различие между значениями ско-
рости дрейфа в жидкостях с разным уровнем стратификации уменьшается. С другой стороны, 
заметно отличие между скоростями дрейфа, рассчитанными в модели однородной и гетеро-
генной жидкости. Вблизи поверхности раздела скорость дрейфа Стокса в модели нестрати-
фицированных сред существенно превышает значение скорости в модели стратифицирован-
ной жидкости, но с удалением от поверхности в стратифицированной жидкости скорость 
дрейфа затухает медленнее. На рис. 1, г показана зависимость расстояния от поверхности раз-
дела z, на котором сравниваются скорости дрейфа в однородной и стратифицированной жид-
кости от частоты периодического движения, инициировавшего дрейф. 

Построение траекторий движения жидких частиц, осуществляется в системе отсчета, 
которая движется вместе с жидкостью со скоростью дрейфа, а затем осуществляется переход 
в лабораторную систему координат. При этом частота периодических движений во всех сла-
гаемых испытывает доплеровское смещение [29] 

 a x adriftk u   , 

 w x wdriftk u    (40) 

Если один из слоев движется поступательно в горизонтальном направлении, то помимо 
изменения дисперсионных соотношений это приведет к изменению частоты в выражении 
(41). С учетом изменения частоты периодического движения дрейфующей индивидуальной 
частицы получим выражения, описывающие текущие координаты частиц, находившихся в 
начальный момент времени в точке пространства с координатами ( 0 0,x z ) в верхней ( ,a aX Z ) 
и нижней (Xw, Zw) среде: 

 
   

 
 2

00 0 02

0 0

sin 1exp exp 2

0cos

az x aa az az x az
a a

a a x x a

k k x tX x k z k k k z
A A t

Z z k k x t 

        
                  

  (41) 

 
   

 
 2

00 0 02

0 0

sin 1exp exp 2

0cos

wz x ww wz wz x wz
w w

w w x x w

k k x tX x k z k k k z
A A t

Z z k k x t 

        
                  

  (42) 

На рис. 2 приведены примеры построения траекторий движения частиц в сильно стра-
тифицированной атмосфере ( 1aN   с1) и океане ( 1wN   с1) с использованием описанной 

методики.  

   

а b 

Рис. 2. Траектории движение жидких частиц в жидкостях с параметрами а) воздуха и б) воды в 
стратифицированных океане и атмосфере со значениями частоты плавучести 11 сa wN N    и 
частоты периодического движения 100   c1 в обеих средах за время 10.7t T  
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Построены траектории движения в соседних слоях жидкости в стратифицированных оке-

ане и атмосфере ( 3
00 1г смw  , 3

00 0.001г смa  , 272 эрг см  ) при частотах плавучести 
11сa wN N    в обеих средах для частиц, занимавших в начальный момент времени положе-

ние по вертикальной координате 0z   см, 0.028z   см для атмосферы и 0z   см, 
0.028z    см для океана при распространении периодической поверхностной волны с часто-

той периодического движения 1100с   и амплитудой    2 20.01 0.01 2 Re Imx zk k     

за время 10.7 10.7 2T     . 
В выражениях (42) и (43) для параметрического задания траекторий движения частоты 

циклических движений a , w  на разных глубинах будут различны из-за разной скорости 
дрейфа на разной высоте (40), (41). Из-за этого частички близких слоев жидкости будут пе-
ремешиваться. 

Рассчитаем усредненный за период волнового движения   2T    поток энергии и им-
пульса с учетом скорости среднего дрейфа. Средний поток энергии в верхней aE  и в ниж-
ней wE  жидкости определяются соотношениями [Ландау] 

 
2

0

1
d

2

T pa
aE a a aP t

T

 

    
 


u

u , (43) 

 
2

0

1
d

2

T pw
wE w w wP t

T

 

    
 


u

u  (44) 

Периодическая часть давления ,p p
a wP P  рассчитывается из решения линеаризованной за-

дачи (9) для верхней жидкости и (12) для нижней. Примеры построения усредненных потоков 
энергии с учетом скорости дрейфа в стратифицированных океане и атмосфере  
( 3

00 1 г смw  , 3
00 0.001г смa  , 272 эрг см  ) при одинаковых значениях частот плаву-

чести 11 сa wN N    в обеих средах при распространении поверхностной волны с частотой 
1100 с   и амплитудой 0.01  приведены на рис. 3. 

   
а     b 

Рис. 3. Усредненные потоки энергии с учетом скорости дрейфа в стратифицированных а) атмосфере 
и б) океане  

Потоки импульса ,ap wp   в обеих средах определяются выражениями 

 
2

0

1
d

2

T pa a
ap a a

a

P t
T


 

   
 


k u

k
, (45) 
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2

0

1
d

2

T pw w
wp w w

w

P t
T


 

   
 


k u

k
 (46) 

На рис. 4 показаны примеры построений потоков импульса с учетом скорости дрейфа 
Стокса в обеих контактирующих средах ( 3

00 1 г смw  , 3
00 0.001г смa  , 272 эрг см  ) 

при одинаковых значениях частот плавучести 11 сa wN N    в обеих средах при распростра-
нении поверхностной волны с частотой 1100 с   и амплитудой 0.01 .  

  

а b 

Рис. 4. Усредненные потоки импульса с учетом скорости дрейфа в стратифицированных а) атмо-
сфере и б) океане 

Перенос импульса, как и перенос энергии, в рассматриваемой модели идеальных жид-
костей осуществляется в направлении распространения волны.  

4. Заключение 

Предложено математическое описание процедуры построения скорости волнового 
дрейфа и расчета траекторий движения жидких частиц, составляющих гетерогенные атмо-
сферу и океан. Часто при исследовании поверхностных волновых движений используют мо-
дель однородной жидкости, объясняя это малостью вариаций плотности по сравнению с рав-
новесным значением, однако вычисления показывают, что учет стратификации плотности в 
модели приводит к заметным изменениям в расчете скорости волнового массопереноса, и как 
следствие, траекторий движения индивидуальных жидких частиц. Кроме того, качественные 
изменения наблюдаются и в дисперсионных соотношениях, определяющих зависимости 
длины волны от частоты и фазовой и групповой скорости от частоты и длины волны. Полу-
ченные соотношения равномерно сходятся к известным соотношениям для нестратифициро-
ванной жидкости и для поверхностных волн, распространяющихся вдоль свободной поверх-
ности в модели не учитывающей влияние верхней среды.  
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