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Abstract 
The paper presents the experience of developing the hySol software package intended for nu-
merical simulation of high–speed flows in the presence of a complex shock–wave structure. 
The used finite–difference scheme and software implementation are described. Examples of 
calculations are given. 
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Аннотация 
В работе представлен опыт создания программного комплекса hySol, предназначенного 
для моделирования высокоскоростных течений при наличии сложной ударно-волновой 
структуры в течении. Описаны используемая разностная схема и программная реализа-
ция. Приводятся примеры расчетов 

Ключевые слова: сверхзвуковые течения, вычислительная аэродинамика, неструктури-
рованная сетка, метод Годунова. 

1. Введение 
Сверхзвуковые скорости и условия, реализующиеся на больших высотах, сильно 

ограничивают возможности экспериментального изучения течений около летательных ап-
паратов (ЛА). Поэтому существенную помощь в проектировании сверхзвуковых и гипер-
звуковых летательных аппаратов может оказать численное моделирование. С одной сторо-
ны, перспективные ЛА имеют сложную геометрическую форму, а поле течения около них 
может содержать большое количество сильных ударных волн, которые сформировались 
при обтекании носовой части ЛА, кромок крыльев, воздухозаборника и т.п. С другой сто-
роны, требуется довольно высокая точность и надежность получаемых результатов (осо-
бенно распределений температуры и тепловых потоков). 

Это стимулирует интенсивное развитие численных методов и их отдельных элементов 
для расчета течений данного класса. Интенсивно развиваются компьютерные технологии и 
программные комплексы построения геометрии и расчетных сеток для трехмерных объек-
тов сложной геометрической формы. Развиваются и компьютерные средства, и технологии, 
в том числе в области параллельных вычислений и визуализации. Это отражается в разра-
ботке и совершенствовании "исследовательских" программных комплексов моделирования 
высокоскоростных течений. В качестве примера можно привести программные комплексы 
FlowModellium [1], программный комплекс [2‒3], разрабатываемый в Военмех им. Д.Ф. Ус-
тинова, Euler3n [4], NOISETTE [5], UST3D [6] и ряд других, которые ориентированы на ис-
пользование неструктурированных сеток. 

В настоящей статье описывается программный комплекс hySol, разрабатываемый для 
расчета высокоскоростных течений около тел сложной геометрической формы, и некоторые 
примеры его использования. 

Первоначально программный комплекс [7] разрабатывался параллельно с генератором 
трехмерных тетраэдральных сеток [8, 9]. Затем работы по генератору сеток были приоста-
новлены, а программный комплекс был переориентирован на использование гибридных 
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расчетных сеток, которые состоят из тетраэдров, пирамид, призм и шестигранников. Эта 
версия программного комплекса получила название ug3D. Появилась возможность для по-
строения расчетных сеток использовать известные генераторы сеток: Gambit, GMSH, 
Pointwise и др. Примеры использования ug3D можно найти в работах [10–17]. Текущая вер-
сия программного комплекса называется hySol и отличается от предыдущей версией не-
сколько расширенной математической моделью и отдельными деталями численного метода 
и программной реализации. 

2. Математическая модель 
В программном комплексе hySol в качестве математической модели принята система 

пространственных нестационарных уравнений Навье – Стокса (Рейнольдса) с соответству-
ющими граничными условиями, предназначенная для описания течений сжимаемого, вяз-
кого идеального газа. Все уравнения записываются в неинерциальной, связанной с телом, 
системе координат и для записи используются компоненты относительной скорости [18–
20]. Неинерциальность системы отсчета учитывается при помощи введения в источниковый 
член кориолисовой силы и силы, связанной с переносным ускорением. В векторной форме 
система уравнений будет выглядеть так: 

 c v
tQ F F H    

 
, (1) 

где  1 2 3, , , , TQ u u u E     – вектор консервативных переменных;   – плотность газа; 
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 – вектор невязких потоков в i–м координат-
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В уравнениях (2) и (3) p – статическое давление; T – температура; ( , , )x y z   
  – 

угловая скорость вращения подвижной системы координат; ( , , )r x y z
  – радиус вектор 

рассматриваемой точки в подвижной системе координат; a  – ускорение поступательного 
движения подвижной системы координат относительно абсолютной; ( , , )x y z   

  – вра-

щательное ускорение; E – полная энергия 2 2rE e V  


; e – внутренняя энергия. 
Тензор вязких напряжений записывается в виде   2 3ij j i i j ij ru u V        


. Ин-

дексы ,i j  обозначают 3–D декартовы координаты, по повторным индексам проводится 
суммирование;   это коэффициент динамической ламинарной вязкости;   – коэффициент 
теплопроводности; ij  – символ Кронекера. 
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Система трехмерных нестационарных уравнений Навье – Стокса (1–3) замыкается 
термическим и калорическим уравнениями состояния идеального совершенного газа 

  , mpT p
RT

   ,  
 

,
1

pe e T p


 


, 

где R – универсальная газовая постоянная; m – молекулярный вес; γ – отношение теплоем-
костей. 

3. Численный метод 
Для дискретизации уравнения (1) расчетная область разбивается на N непересекаю-

щихся объемов (ячеек) 1{ }N
i iC  . В программном комплексе hySol используются ячейки четы-

рех видов: тетраэдры, призмы, пирамиды и шестигранники. Объем iV  и центр ir
  каждой 

ячейки определяются следующим образом: 

 d
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Уравнение (1) интегрируется по ячейке iC  с границей iC  с применением теоремы 
Гаусса – Остроградского 

 d d d d
i i i i

c v
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     (5) 

в предположении, что геометрия ячейки не зависит от времени. Через n  обозначается век-
тор внешней нормали к границе ячейки. Вводя интегральное среднее по ячейке значение Q 
в момент времени t 

   1 d
i

i
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   (6) 

уравнение (5) записывается в полудискретном виде 

  d
d

i
i

Q R Q
t
 , (7) 

где  iR Q  – вектор невязки 
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Следует отметить, что в каждой точке пространства уравнение (7) представляет собой 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), которая может быть аппрок-
симирована по t любым из методов, разработанных для решения ОДУ. Вдоль любой линии 

constt   вектор невязки (8) является чисто пространственным оператором от Q и поэтому 
запись (7) используется для того, чтобы подчеркнуть "разделение" пространственной и вре-
менной аппроксимаций уравнения (1). 

Рассмотрим сначала пространственную аппроксимацию уравнения (7). Представим 
интеграл по границе ячейки в виде суммы интегралов по отдельным граням 

 d d
ii ijj NBC C

Fn S Fn S
 

  
    , 
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где iNB  – множество соседей ячейки i ; ijC  – грань, разделяющая ячейки i и j. 
Введем среднее по грани ijC  

 1 d
ij

ij ij
ij C

F n Fn S
S 

 
   , (9) 

где ijS  – площадь грани. Тогда 

 d
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Это позволяет записать (8) в виде 

   1

i i

c v
i ij ij ij ij ij ij i i

j NB j NBi
R Q F n S F n S H V

V  
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Для дискретизации по пространству в методе контрольного объема необходимо пе-
рейти от интегрального среднего по грани ячейки к дискретному представлению, используя 
какие-нибудь квадратурные формулы. В данном случае для аппроксимации интеграла в (9) 
воспользуемся квадратурной формулой Гаусса. 

Интеграл по грани ijC  может быть найден с использованием квадратуры Гаусса 1m  
порядка точности 

  
1

d
ij

J
q
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    ,  

где   int 2 2J m   – число квадратурных точек на грани; qw  – веса квадратурной фор-

мулы Гаусса; q
ijijr C

  – точки квадратурной формулы. 
Для схем второго порядка точности по пространственным переменным достаточно 

использовать одноточечную квадратуру Гаусса, т.е. 1J  , 1 1w   и 1 bc
ij ijr r
  , где bc

ijr  − центр 
тяжести грани 

 1 d
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bc
ij

ij C

r r S
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   (11) 

В дальнейшем через ij ijF n  будем обозначать значение нормального к грани ∂Сij пото-
ка, вычисленного в центре тяжести грани bc

ijr . После этого невязку (10) можно записать в 
виде 

   1

i i

c v
i ij ij ij ij ij ij i
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    (12) 

Следующим шагом при аппроксимации потоков с повышенным порядком точности 
является аппроксимация решения  ,Q r t  и его производных  ,Q r t

 , которые явно входят 
в выражения для потоков (2). 

Предполагая непрерывность решения  ,Q r t  внутри каждой ячейки, построим по 
средним значениям в центрах ячеек { }n

iQ  полином   m
ip r P
  (пространство полиномов 

степени до m включительно), который будет аппроксимацией 1m  порядка точности ре-
шения внутри ячейки i 
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      1, m
ip r Q r t O h  
  , ir C

 , (13) 

где h – некоторый характерный линейный размер ячейки (например, максимальная длина 
ребра). Такой полином можно построить исходя из условий 

  1 d
j

i j
i C

p r V Q
V


 , ij NS  (14) 

по значениям в ячейках некоторого заданного шаблона вблизи ячейки i . iNS  – количество 
ячеек в шаблоне iNS m . 

Построенный таким образом полином  ip r  является аппроксимацией ( , )Q r t  поряд-
ка 1m  при условии достаточной гладкости решения внутри соответствующего шаблона 
при фиксированном t. Полином  ip r  можно представить в виде 

    
1

iNS

i j j
j

p r L r Q


  , (15) 

где   m
jL r P
  − базисные функции, которые должны удовлетворять условиям 

  1 d
j

n jn
j C

L r V
V


  (16) 

В программном комплексе hySol используются схемы второго порядка точности по 
пространству. Поэтому для восстановления достаточно использовать линейные распределе-
ния параметров внутри ячейки. 

Для высокоскоростных течений характерно наличие разрывов в решении. По построе-
нию описанная выше процедура восстановления локальна, т.е. два полинома  ip r  и  jp r  
в двух соседних ячейках могут быть независимы друг от друга и, следовательно, возможно 
наличие разрыва на грани между этими ячейками. Относительная величина этих локальных 
"скачков" находится на уровне ошибок интерполяции в гладких областях и равна (1)O  
вблизи разрывов в Q. Это позволяет моделировать разрывы в решении. При этом ошибка в 
положении разрыва будет ( 2)O h .Для правильного учета поведения решения вблизи раз-
рывов воспользуемся идеей лежащей в основе метода Годунова [21]. Заменим невязкую 
часть потоков в (12) 

        , ,c bc bc RP bc bc
ij i ij j ij ij i ij j ij ijF p r p r n F p r p r n      

      , (17) 

где  1 2,RP
ijF Q Q n  обозначает поток через грань, связанный с решением задачи Римана, 

начальные данные для которой равны 1Q  и 2Q . 
Вязкие потоки в (1) носят эллиптический характер и поэтому вычисляются в соответ-

ствии с (2) 

  v v bc
ij ij h ij ijF n F Q r n   
   , (18) 

где  hQ r
  − значение градиента решения ( , )Q r t

  на грани, определенное при помощи 
соответствующей процедуры восстановления. 

3.1. Аппроксимация по времени 
Полученная система обыкновенных дифференциальных уравнений (7) может быть 

решена любым из "традиционных" методов, предложенных для решения ОДУ. В програм-
мном комплексе hySol в основном используются явные методы Рунге – Кутта (РК). Методы 
этого класса имеют ряд существенных преимуществ: 
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1) они легко программируются и не требуют использования сложного программного 
обеспечения для обращения больших систем линейных уравнений; 

2) легко обобщаются на двумерные (2D) и пространственные (3D) случаи; 
3) легко (за счет смены набора коэффициентов) позволяют менять порядок метода и об-

ласть устойчивости (то есть не требуют переделки программного обеспечения при пе-
реходе от решения нестационарных задач с высокой точностью к решению стацио-
нарных задач с большими шагами по времени); 

4) являются самостартующими (в отличие от многошаговых методов); 
5) однородны (то есть способы определения потоков на каждой стадии не отличаются 

друг от друга). 
В hySol реализовано несколько SSP методов (SSP – strong stability preserving, т.е. ме-

тодов с сильным сохранением устойчивости) [22]. Это варианты метода РК, позволяющие 
сохранить TVD свойство при условии, что одностадийная схема (явный метод Эйлера) об-
ладает этим свойством. Метод SSP(2,2) является наиболее часто используемым методом в 
hySol. Этот метод РК второго порядка (с областью устойчивости CFL = 1) имеет следующий 
вид: 

  (1) n nQ Q tR Q   , 

  1 (1) (1)1 1
2 2 2

n n tQ Q Q R Q 
    (19) 

В (19) для упрощения записи опущены черта сверху, обозначающая осреднение по 
ячейке, и нижние индексы. 

Для расчета существенно нестационарных течений, для которых требуется более вы-
сокая точность по времени, в hySol можно использовать SSP(3,3) метод третьего порядка 
(CFL = 1) 

  (1) n nQ Q tR Q   , 

  (2) (1) (1)3 1
4 4 4

n tQ Q Q R Q
   , 

  1 (2) (2)1 2 2
3 3 3

n n tQ Q Q R Q 
    (20) 

Основным недостатком явных методов РК является существенное ограничение на шаг 
по времени, связанное с устойчивостью методов. Поэтому в hySol включено несколько ме-
тодов с расширенной областью устойчивости. Так трехстадийный метод SSP(3,2) второго 
порядка имеет в два раза большую (CFL = 2) область устойчивости 

  (1)

2
n ntQ Q R Q

  , 

  (2) (1) (1)

2
tQ Q R Q

  , 

  1 (2) (2)1 2
3 3 3

n n tQ Q Q R Q 
    (21) 

В hySol реализован четырехстадийный метод SSP(4,2) второго порядка с CFL = 3 

  (1)

3
n ntQ Q R Q

  , 
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  (2) (1) (1)

3
tQ Q R Q

  , 

  (3) (2) (2)

3
tQ Q R Q

  , 

  1 (3) (3)1 3
4 4 4

n n tQ Q Q R Q 
    (22) 

Для более эффективного расчета течений с существенной "параболической составля-
ющей" в hySol включен рациональный метод Рунге – Кутта RRK [23] 

  (1)
2

n nQ Q c tR Q   , 

    (2) (1) (1)1
2

2

n nbQ Q Q Q b tR Q
c

     , 

 
 
     

   
(1) (2) (1) (1)

1 (1) (2)
1 2(2) (2) (2) (2)

, ,

, ,

n n n n
n n n n

n n n n

Q Q Q Q Q Q Q Q
Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q Q
     

    
   

, (23) 

где  (1) (2),Q Q  – скалярное произведение двух векторов; 2
1 22 c  , 2

2 21 c   , 2 11b b  . 
В hySol реализованы два варианта RRK: 2 1 2c   и 1 2b   – "исходный", предложенный в 
[23], и 2 1c   и 1 1 2b   – вариант на базе SSP(2,2) (19). 

Явные методы Рунге – Кутта хорошо подходят для решения уравнений Эйлера и 
Навье – Стокса (1) при отсутствии дополнительных физических процессов, обладающих ха-
рактерными временами существенно меньшими, чем время распространения акустических 
возмущений. К таким процессам в общем случае можно отнести неравновесные химические 
реакции, радиационное излучение, турбулентные порождение и диссипацию и ряд других. 
Учет этих процессов приводит к появлению дополнительных источниковых членов в си-
стеме (1), которые делают полудискретную систему (7) жесткой, что может привести к за-
метному увеличению времени счета за счет уменьшения шага по времени. 

Для более эффективного решения таких систем в комплексе hySol используются мо-
дификации метода (19), представляющие собой варианты IMEX методов. 

Рассмотрим модификацию метода РК второго порядка (19) для системы вида 

    d
d
Q R Q H Q
t
   , (24) 

где ( )H Q  – дополнительный источниковый член, обладающий более высокой по сравне-
нию с первым слагаемым жесткостью. 

Простая модификация метода (19) путем добавления неявной аппроксимации ( )H Q  
на каждую стадию метода 

    (1) (0) (0) (1)
1Q Q tR Q tH Q      , 

    (2) (0) (1) (1) (2)
2

1 1
2 2 2

tQ Q Q R Q tH Q
       (25) 

не позволяет сохранить второй порядок точности метода. Можно достичь первого порядка 
точности при 1 1   и 2 1 2  . 

Для того чтобы метод был второго порядка точности и по источниковому члену нуж-
но использовать более сложную правую часть на второй стадии 
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    (1) (0) (0) (1)
1Q Q tR Q tH Q      , 

        (2) (0) (1) (1) (0) (1) (2)
2 3 4

1 1
2 2 2

tQ Q Q R Q tH Q tH Q tH Q  
            (26) 

Из условия аппроксимации системы (24) со вторым порядком 

 1 2 3 4
1 11, ,
2 2

        (27) 

Для определения оставшегося свободного параметра 3  рассмотрим систему (24) при 
( ) 0R Q   и ( ) tH Q e  , где λ – положительная постоянная. В этом случае переходная 

функция метода (25) будет иметь вид 

   1
1

R z
z




, 

где z t  . Следовательно, метод является L–устойчивым методом первого порядка по 
времени. В случае метода (26) переходная функция будет иметь вид 

    
   

2
3

3

2 2 11
2 1 1

zR z
z z



  


 

 

Откуда следует, что метод (29) не является A–устойчивым. Так как ( )R z  должна быть 
аппроксимацией экспоненциальной функции ze , то из этого условия можно определить 
свободный параметр 3 1 4  . 

3.2. Вычисление потоков на гранях 
При больших скоростях расчет невязких потоков на гранях ячеек существенным обра-

зом влияет на качество получаемого решения. Невязкие потоки могут быть рассчитаны при 
помощи различных вариантов точного или приближенного решения задачи Римана (ЗР). 
Использование решения задачи Римана для вычисления потоков через грани (17) позволяет 
учитывать в численном методе локальные направления распространения возмущений. Это 
может привести к заметному выигрышу в эффективности по сравнению с методами, по-
строенными на основе центральных разностей с применением искусственной вязкости (см., 
например, [24]). 

К сожалению, к настоящему времени не предложено единого "универсального" мето-
да расчета невязких потоков, который бы хорошо работал во всех ситуациях. Поэтому в hy-
Sol реализовано довольно большое количество методов расчета невязких потоков. 

В программном комплексе hySol реализованы два варианта точного решения ЗР: 
"классический" вариант из [21] с итерациями по давлению p  и вариант из [25] с итерация-
ми по скорости u . Есть приближенный решатель на основе "акустического приближения" 
[21] и решатель из [26], основанный на аппроксимации адиабаты Гюгонио. 

В состав hySol входят несколько вариантов одноволнового решателя HLL (Harten, Lax 
и van Leer [27]). Это HLLE [28], HLLEM [29], HLLEW [30], HLLEMCC [31] и HLLEMS–AS 
[32] решатели. 

В hySol реализованы два варианта решателя, основанные на решении линеаризован-
ной ЗР: "исходный" вариант, предложенный в [33], и вариант с коррекцией для малых чисел 
Маха [34]. Для этих решателей используются различные варианты энтропийной коррекции 
[35–38]. 

Большой набор вариантов расчета невязких потоков в hySol основан на методах рас-
щепления вектора потоков. 
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Расщепление по Steger–Warming представлено в 4 вариантах: "исходный" вариант 
[39], гибридные варианты [40] и [41] и вариант [42], в котором на одно "переключение" по-
тока меньше, т.е. гладкость приближенного потока выше. 

В hySol реализованы три варианта расщепления по van Leer: "исходный" вариант [43] 
и два модифицированных [44,45]. 

AUSM семейство методов расщепления вектора потока представлено довольно широ-
ко: AUSM [46], AUSM+ [47], AUSM+up [48], AUSMPW+ [49], SLAU2 [50], ADAUSM [51] и 
AUPM [52]. 

3.3. Восстановление по пространству 
Рассмотрим более подробно процедуры восстановления (13–14), которые используют-

ся в программном комплексе hySol. 
Рассмотрим ячейку iC . Через iP  обозначим шаблон (множество ячеек, включающее 

ячейку Ci), на котором проводится восстановление для ячейки iC . Через iP  обозначим шаб-
лон, содержащий только ячейку iC  и её прямых соседей. Как правило, i iP P . 

Пусть в каждой ячейке строится полином (13) вида 

    i i i ip r Q L r r  
   , (28) 

где явно выделена аппроксимация первых производных iL . Для построения полинома (28) 
используются условия (14) для ячеек входящих в iP . В hySol восстанавливаются физиче-
ские переменные  , 1u , 2u , 3u , p. 

Первые производные, необходимые для линейного восстановления, могут быть вы-
числены либо при помощи теоремы Грина – Гаусса, либо при помощи метода наименьших 
квадратов. Метод с использованием теоремы Грина – Гаусса позволяет получить точное 
значение градиента линейной функции только для тэтраэдральных ячеек и, следовательно, 
не подходит в случае неструктурированных сеток с ячейками другой формы. Поэтому в 
hySol использовался метод взвешенных наименьших квадратов для восстановления 

    i i i ip r Q p r r   
   , ir C

  (29) 

Или в покомпонентном виде 

        i i i i i
i i i

p p pp r Q x x y y z z
x y z
  

      
  

 , (30) 

где производные находятся из решения системы 

 

2

2

2

j j j j j j j j j j j
j j j j

j j j j j j j j j j j
j j j j

j j jj j j j j j j j
jj j j i

p
x x y x z Q xx

px y y y z Q y
y
p Q zx z y z z
z

   

   

  


      


       


      


   

   

  

, 1.. ij NS  (31) 

В программном комплексе hySol веса 0j   задаются в виде d
j j ir r  

  , где пока-
затель степени d может принимать значения 0, 1, 2 и 3. Веса вводятся для усиления влияния 
ближайших к iC  ячеек. 

Восстановление (29) может приводить к образованию ложных осцилляций решения 
вблизи больших градиентов и скачков в поле течения. Это происходит из–за того, что шаб-
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лон iP  может содержать ячейки, которые расположены с разных сторон от разрыва. В этом 
случае шаблон, будучи геометрически компактным, не является физически компактным. 

Для обеспечения монотонности восстановления на физически некомпактном шаблоне 
предложено несколько способов. Условно их можно разделить на два больших класса: 
1) использование адаптивных шаблонов. То есть в этом случае строится подшаблон 

î iP P , на котором условие физической компактности нарушается в минимальной 
степени. Восстановление проводится на îP . 

2) уменьшение вычисленных производных (ограничение наклонов). В этом случае вво-
дится некоторый множитель  0,1i  , который обеспечивает выполнение условия 
монотонности. В hySol это основной подход к обеспечению монотонности 

    i i i i ip r Q p r r    
   , ir C

  (32) 

Условие монотонности может быть сформулировано разными способами. В hySol ис-
пользуется условие монотонности следующего вида 

  min max
i i iQ p r Q 

 , ir C 
  (33) 

        Минимальное min
iQ  и максимальное max

iQ  значения определяются следующим образом: 

 min min
i

i jj P
Q Q


 ,   max max

i
i jj P

Q Q


  (34) 

С учётом (32) условие монотонности (33) можно записать 

  min min max max
i i i ki i i i i iQ Q Q p r r Q Q Q          

  , ir C 
  (35) 

Предполагая, что грани ячейки не слишком сильно отличаются от плоскостей, в слу-
чае линейного восстановления условие (34) достаточно проверять в вершинах ячейки 

  min max
i ki i ki i iQ p r r Q      

  , ik NV  , (36) 

где iNV  – множество вершин ячейки iC . В hySol реализована возможность использовать и 
менее строгое условие 

  min maxbc
i ki i ij i iQ p r r Q      

  ,   ij P  , (37) 

т.е. проверка монотонности проводится в центрах граней ячейки (точках Гаусса). Такой 
подход позволяет немного уменьшить ограничение на восстановление для линейного слу-
чая (особенно для сильно вытянутых ячеек) и обеспечивает монотонность именно в тех 
точках, где вычисляются потоки через грань, что важно для обеспечения устойчивости схе-
мы. Но в случае сильных разрывов в поле течения может приводить к некоторой немоно-
тонности получаемого решения. 

В программном комплексе реализованы ограничители двух семейств: 
1. Ограничитель Barth & Jespersen [53] и его модификации. 
2. WBAP (Weighted Biased Averaging Procedure) ограничители [54] и [55]. 
Ограничители первого семейства имеют вид 

 

max

min

if ,

if ,

1 if ,

i
ki i

ki i

i
ki i

ki i

ki i

ki

Q Q Q
Q Q

Q Q Q
Q Q

Q Q







 
  








 


  






, (38) 

где  y  – некоторая функция, зависящая от конкретного варианта ограничителя. 
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Обозначим значение, полученное в точке kir  (это может быть центр грани, вершина 
ячейки или некоторая другая точка) при помощи восстановления (29) без ограничителя, че-
рез kiQ   
  ki i kiQ p r

  (39) 

Тогда условия (36) или (37) можно записать в виде 

  min max
i ki ki i iQ Q Q Q      (40) 

Определение ki  непосредственно из этого соотношения даёт 

 

max

min

if ,

i

min

f ,

1 if

1,

min 1,

i
ki i

ki i

i
ki i

k

k

ki
i i

i i

Q Q Q
Q Q

Q Q Q
Q Q

Q Q





 
  

 
 





 





  



 (41) 

Теперь достаточно выбрать 

 mini kik
   , (42) 

и условие (33) будет гарантированно выполнено. 
Выражения (41) и (42) в точности соответствуют ограничителю [53], который исполь-

зуется в hySol по умолчанию. 
Из (41) видно, что в основе ограничителя лежит функция 

    min 1,BJ y y   (43) 

Производная этой функции разрывна, что может приводить к проблемам со сходимо-
стью при расчётах стационарных течений. Кроме того, этот ограничитель срабатывает на 
всех неоднородностях течения независимо от их размера. Очевидно, что ограничитель не 
должен "работать", если неоднородность восстанавливаемой функции меньше ( )pO h , где h 
– характерный размер ячейки. В качестве ещё одного недостатка ограничителя (41) и (42) 
можно отметить нечувствительность ограничителя к направлению градиента Q. Например, 
если разрыв распространяется строго вдоль оси x, то использование ограничителя (32) при-
ведёт к ограничению производных и во всех остальных направлениях. 

Отметим, что в hySol в конкретных вычислениях вводится некоторая малая постоян-
ная в знаменатель (41), чтобы предотвратить влияние машинной арифметики 

   signki i ki i ki iQ Q Q Q Q Q      , (44) 

где 1210   для 64–разрядной арифметики [56]. 
Для того, чтобы уменьшить заметное замедление сходимости, вызванное разрывно-

стью производной функции min(1, )y  в (42), в [57] предложено заменить min(1, )y  на глад-
кую функцию 

  
2

2
2

2VE
y yy

y y





 
 (45) 

Отметим, что функция  VE y  удовлетворяет условию  2 1VE  , т.е. сохраняет вто-
рой порядок вдали от экстремумов на равномерной сетке, но на неравномерной сетке огра-
ничитель (45) может приводить к потере точности. 
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Вторая модификация, введённая в [57], предназначена для отказа от применения огра-
ничителя в областях, где течение близко к равномерному, и вблизи гладких экстремумов. 
То есть в областях, где  2

ki iQ Q O h  . Поэтому если 3/2
ki iQ KQ h , то ограничитель не 

надо применять. Для этого ограничитель (45) записывается в виде 

  
 2 2 2

2 2 2

21
2VE

y y y y
y y

y y y y y
    

 
    

 


  




, (46) 

где 2 3/2Kh . Именно введение 2  позволяет заметно ускорить сходимость к стационару, 
т.к. не даёт развиваться мелким возмущениям, вызываемым частым "переключением" огра-
ничителя, в областях мелкомасштабных (размер которых сравним с погрешностью аппрок-
симации схемы) неоднородностей поля течения. 

Параметр K управляет сходимостью и точностью решения в гладких областях. Чем 
больше его значение, тем выше точность и сходимость, но при этом с ростом K растёт и не-
монотонность решения вблизи разрывов. 

На равномерной сетке ограничитель для схемы второго порядка должен удовлетво-
рять условию | 1| ( )O h   на гладких решениях для того, чтобы не снижался порядок схе-
мы. Если ограничитель удовлетворяет этому условию, то погрешность, вносимая им, будет 
порядка 2( )O h . В случае схем более высокого порядка ограничитель должен удовлетворять 
в гладких областях условию 1| 1| ( )pO h    , где p – порядок схемы. 

Ограничитель (43) удовлетворяет этому условию, а ограничитель (46) – нет. Поэтому 
в работе [58] было предложено вместо функции min(1, )y  в (41) использовать функцию 

  
34 if 1.5,

27
1 if 1.5

MOG
y y y

y
y


   
 

 (47) 

Полином в (47) подобран таким образом, чтобы в точке сопряжения 3 2ty   двух 
функций производная не рвалась. При малых y выбранный полином близко проходит к ли-
нейной функции  y y  . Более того, на гладких решениях в случае равномерной сетки 
выполняется    3

MOG y O h  , что позволяет использовать этот ограничитель в схемах 
четвёртого порядка точности. 

В hySol для более гладкого сопряжения двух функций, входящих в (43), используется 
полином 5–го порядка 

   3 4 5
5

168 16min 1,
27 8127

y y y y y     
 

 , (48) 

обеспечивающий сохранение не только первой, но и второй производной в точке сопряже-
ния 3 2ty  . 

Использование WBAP подхода для монотонизации приводит к следующему выраже-
нию для линейного распределения (29) внутри ячейки после монотонизации 

     i i i ip r Q p r r   
   , ir C

 , (49) 

где ip  – модифицированный градиент. В WBAP подходе производные, входящие в ip , 
ограничиваются раздельно. 

Обозначим через g производную, которую надо ограничить kg p x   , 1,3k  . В 
WBAP подходе вводится функция ограничитель ( )L g   

   1
, ,...

Ji i j jg L g g g , 1,... J ij j P , (50) 

которая имеет вид 
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    1
0 1

0
, ,...,

J

J j j
j

L g g g B B g



 
   

 
  (51) 

В соответствии с терминологией [54] ( )B x  – функция смещения (biased function), а 
1( )B x  – функция подобия (self–similar function), которые должны удовлетворять соотно-

шению 1( ( ))B B x x  . В hySol используется следующая пара функций [55] 

  
2 2

xB x
x 




,  1
21

xB x
x

 


 

где   – параметр, задающий "вязкость" восстановления. 
В [55] предложено использовать функцию ограничитель следующего вида 

    0 1 0 0 1, ,..., , ,...J JL g g g g W    , 0j jg g  , (51) 

которая позволяет записать восстановление (49) в виде (32), но с разными i  для каждой 
производной. Аналогично (51) можно записать 

    1
0 1

0
, ,...

J

J j j
j

W B B    



 
  

 
  (51) 

Веса в (51) определяются следующим образом: 

 

0

j
j J

k
k










, 

 2
j

j
jB




 



, (52) 

где 1010   – малая константа, предохраняющая от деления на ноль; j  – дополнительный 
вес, который управляет вкладом центральной точки в восстановление 

 
if 0,

1 otherwisej
n j


 


.  

В [55] рекомендуется использовать 5n  . В hySol с учетом этой рекомендации 5n  . 
В программном комплексе hySol реализованы три варианта WBAP ограничителя.  

1. WBAP–L1 ограничитель 

  
1

21
1

1

if ,... 0,
11, ,...

0 otherwise,

JJ
L

jJ
j

n J

nW
 

 


 


  



 , (53) 

который является предельным случаем ограничителя (51)–(52) при 0  . 
2. WBAP–L2 ограничитель 

  
1

12
1 2

1

1
if ,... 0

1, ,...
1

0 otherwise

J

j
j

JL J
J

j
j

n

W
n


 

 









  








, (54) 

который является предельным случаем ограничителя (51)–(52) при   . 
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3. Третий WBAP-ограничитель соответствует непосредственно (51)–(52) при 1 2  . 
При этом WBAP–L1 является наименее "вязким" ограничителем из этих трех, а 
WBAP–L2 – наиболее "вязким". 

3.4. Аппроксимация вязких членов 
Градиенты скорости и температуры на гранях ячеек, необходимые для расчета вязких 

потоков, вычисляются как среднее по рассчитанным в центрах ячеек градиентам по методу 
наименьших квадратов, описанному выше (31), без монотонизации (32) или (49): 

  1
2ij i jQ n p p n     

   

Однако, в [59] было показано, что такой подход может приводить к рассогласованию 
решения на четырехугольных или шестигранных сетках. В hySol применяется следующая 
модифицированная формула [60] для уменьшения ошибки рассогласования метода: 

    1
2

j i
ij ij i j ij

j i

Q Q
Q n p p n s

r r
 


       


  

   (55) 

где n  – нормаль к грани ячейки; s  – нормализованный вектор, соединяющий центры ячеек; 
j ir r   это расстояние между центрами ячеек i  и j  и ij s n  

   – это скалярное произведе-
ние n  и s . 

4. Численные результаты 
Для верификации программного комплекса hySol используются тестовые задачи трех 

типов: 
1) аналитические и полуаналитические решения уравнений Эйлера и Навье ‒ Стокса; 
2) «классические» тестовые задачи, которые в течение многих лет публикуются в боль-

шом количестве статей по численным методам решения уравнений Эйлера или На-
вье – Стокса и точное (т.е. полученное на очень подробной сетке разными авторами) 
решение хорошо известно; 

3) результаты экспериментальных работ, полученные с высокой точностью и подтвер-
жденные результатами других экспериментов или расчетов. 
В качестве первой тестовой задачи с аналитическим решением рассмотрим задачу о 

взаимодействии двух сверхзвуковых потоков. Эта задача аналогична задаче о распаде раз-
рыва, но в качестве маршевой координаты выступает не время, а одна из пространственных 
координат. На рис. 1 показана общая конфигурация задачи [61]. Угол наклона вектора ско-
рости к оси x обозначен через  . Исходные данные и параметры точного решения даны в 
табл. 1. 

 
Рис. 1. Задача о взаимодействии двух сверхзвуковых потоков 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2021 Т. 22 (1)     http://chemphys.edu.ru/issues/2021-22-1/articles/902/ 

 16

Расчет проводился в расчетной области [0,0.8] × [0,1] × [0,0.01]. Линия начала взаимо-
действия потоков располагалась в точке 0, 0.6x y  . Для расчета использовалась неструк-
турированная "квазидвумерная" расчетная сетка, т.е. по третьей координате располагался 
только один "слой" шестигранных ячеек. Для удобства описания будем рассматривать такие 
сетки как структурированные. Для расчета были построены три сетки, состоящие из 
64 × 80 × 1, 128 × 160 × 1, 1024 × 1280 × 1 шестигранников. Расчетная сетка 64 × 80 × 1 показа-
на на рис. 2. 

 
Рис. 2. Расчетная сетка для задачи о взаимодействии 
двух сверхзвуковых потоков 

Таблица 1 
Значения параметров течения в зонах A, B, C, D 

Зона ρ, кг/м3 T, K p, кПа v, м/с 
A 1.2 300 103.34 768.6 
B 1.2 324.7 111.73 649.9 
C 1.81258 356.7 185.588 723.7785 
D 1.71783 376.7 188.589 563.7986 

На рис. 3 показаны распределения плотности в плоскости x–y, полученные на трех 
сетках. А на рис. 4 дается сравнение полученных распределений давления (левая часть ри-
сунка) и продольной скорости (правая часть рисунка) с точным решением. Разными марке-
рами отмечены решения для разных сеток. Отметим, что показанные распределения полу-
чены по трехмерному полю течения интерполяцией вдоль линии 0.4x   с равномерным 
шагом на 200 точек. 

Видны хорошее соответствие полученного решения точному и сходимость численно-
го решения к точному при измельчении сетки. Ударные волны и контактный разрыв "раз-
мазаны" всего на несколько ячеек и практически без осцилляций. 

В качестве следующего тестового варианта рассмотрим течение в пограничном слое 
плоской пластины. Это течение хорошо изучено и для него известно автомодельное реше-
ние [62]. Поток, набегающий на плоскую пластину, имеет число Маха M = 0.2, давление 
равное 1 атм, температуру равную 300○K и число Рейнольдса равное 105. Предполагалось, 
что стенка изотермическая и её температура равна 300○К. Длина расчетной области равня-
лась 10 м, высота – 0.75 м, начало пластины располагалось при x = 1 м, т.е. длина пластины 
L равнялась 9 м. Для расчета этого течения использовалась квазидвумерная сетка из 
200 × 100 × 1 шестигранных ячеек. 
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a b с 

Рис. 3. Распределения плотности для задачи о взаимодействии двух сверхзвуковых потоков, полу-
ченные на сетках: a) 64 × 80, b) 128 × 160, c) 1024 × 1280 ячеек 

  
a b 

Рис. 4. Распределения давления (a) и продольной скорости (b) для задачи о взаимодействии двух 
сверхзвуковых потоков вдоль линии x = 0.4 

На рис. 5 показано сравнение рассчитанных распределений продольной скорости и 
температуры (сплошные линии) с автомодельным решением (символы).  

a b c 
Рис. 5. Распределения продольной скорости (a), поперечной скорости (b) и температуры (c) в авто-
модельных координатах для нескольких поперечных сечений 
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На рис. 5, a показано распределение продольной скорости в автомодельных координа-
тах, на рис. 5, b – распределение поперечной скорости и на рис. 5, c – распределение темпе-
ратуры. Рассчитанные распределения брались на расстоянии 0.133L (красная линия), 0.333L 
(зеленая линия), 0.533L (синяя линия) и 0.733L (голубая) от передней кромки пластины. 
Видно хорошее соответствие рассчитанных распределений с автомодельным решением. 

В качестве примера «классической» тестовой задачи рассмотрим решение задачи о 
натекании сверхзвукового M = 2 невязкого равномерного потока на ступеньку высотой 0.2 в 
канале. После работы [24] этот тест стал стандартным для случая двумерных уравнений 
Эйлера. Главной особенностью этого теста можно считать наличие сильного веера волн 
разрежения в районе угловой точки ступеньки, где поток разворачивается почти на 90°. В 
большинстве схем годуновского типа схемная вязкость наиболее сильно проявляется в об-
ластях, где поток проходит под углом к сеточным линиям. Поэтому многие схемы дают ре-
шение, в котором вдоль верхней стенки ступеньки образуется ложный энтропийный слой. В 
работе [24] было даже предложено использовать специальную процедуру, обеспечивающую 
постоянство энтропии в шести ячейках вблизи угловой точки. 

На рис. 6 показаны результаты расчета данного течения на двух различных «квази-
двумерных» сетках. На верхнем рисунке ячейки в плоскости X–Y представляют собой пря-
моугольники, а на нижнем – треугольники, т.е. в первом случае сетка состоит из шести-
гранников, а во втором – из призм с треугольным основанием. Размер стороны прямоуголь-
ников и треугольников совпадает и равен 1/160. Видно, что на обоих типах сеток полу-
ченные решения хорошо соответствуют друг другу и «классическому» точному решению 
[24]. В случае шестигранных ячеек ложного энтропийного слоя не возникает и отражение 
ударной волны от верхней стенки ступеньки регулярное. В случае же призматической сетки 
– видно наличие маленькой ножки Маха, т.е. вдоль верхней стенки образовался тонкий эн-
тропийный слой, но его толщина для данного размера ячеек незначительна и практически 
не влияет на само течение. 

 

a 

 

b 

Рис. 6. Решение задачи о натекании сверхзвукового потока на ступеньку:  
a) шестигранные ячейки, b) призматические ячейки 

В качестве следующей тестовой задачи рассмотрим обтекание тела простой геометри-
ческой формы – острый клин. При натекании на него сверхзвукового потока перед клином 
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образуется ударная волна. Если ударная волна не отходит от передней острой кромки кли-
на, то эта задача имеет аналитическое решение [63]. 

В качестве тестового варианта выбран следующий: высота полета 30 км, число Маха 
полета 6, угол полураствора клина 5°, угол атаки 0°. Для проведения расчета была построе-
на расчетная область и неструктурированная сетка, состоящая из 586514 тетраэдров. Рас-
четная сетка показана на рис. 7. 

 
Рис. 7. Расчетная сетка для задачи о невязком обтекании острого клина 

На рис. 8 показано полученное при помощи hySol распределение давления в плоско-
сти Z = 0. На этом же рисунке сплошной черной линией показано положение ударной волны 
из точного решения этой задачи. 

 
Рис. 8. Распределение давления в плоскости Z = 0 

На рис. 9 показаны погрешности в давлении и плотности на поверхности клина в 
плоскости Z = 0. Одна кривая соответствует верхней поверхности клина, а вторая – нижней. 
Видно, что погрешность в плотности около 2 %, а погрешность в давлении – около 0.5 % на 
обеих сторонах клина. 

В качестве тестовой задачи, которая основана на экспериментальных результатах, по-
лученных с высокой точностью и подтвержденных результатами других экспериментов или 
расчетов, рассмотрим обтекание баллистической модели HB–2 (Hypervelocity Ballistic 
model). Эта модель была принята в качестве стандартной модели в совместной программе 
AGARD и STA (Ассоциации сверхзвуковых аэродинамических труб) в 1950–60 х годах [64]. 
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Он имеет аналитическую форму, которая состоит из сферы, конуса и цилиндра с расширя-
ющейся задней частью, как показано на рис. 10. 

Рис. 9. Распределение погрешности в плотности (a) и давлении (b) на поверхности клина в 
плоскости Z = 0 

Эта модель активно использовалась и используется для проверки качества потока и 
точности измерительной системы в различных аэродинамических трубах США, Франции, 
Германии, Японии, России и других стран [64‒66]. Благодаря большому объему хорошо 
проверенных экспериментальных данных HB–2 довольно часто используется и для тести-
рования различных программных комплексов расчета высокоскоростных течений. 

 
Рис. 10. Внешний вид стандартной модели HB–2 

Для проведения численного моделирования был построен ряд неструктурированных 
расчетных сеток, состоящих из 1398201, 1686163, 1816316, 1953114, 2162694, 3020281, 
3747009 и 4863156 тетраэдров. Фрагмент расчетной сетки, состоящей из 1398201 тетраэдра, 
показан на рис. 11. 

 
Рис. 11. Фрагмент расчетной сетки для HB–2 

  
a b 
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Условия в набегающем потоке соответствовали экспериментальным условиям из ра-
бот [65,66]: число Маха – 10, число Рейнольдса (по масштабу длины 1 м) –3.7 × 106 1/м. 
Расчеты проводились для углов атаки   от ‒ 6 до 12. Численное моделирование проводи-
лось в приближении идеального газа с 1.4  . 

На рис. 12 показаны распределения плотности на поверхности HB–2, в плоскости Z = 0 
и в плоскости 7.4X D  (D – диаметр цилиндрической части модели) от носика модели. 

 
Рис. 12. Распределения плотности вблизи HB–2 при M = 10 и 0    

На рис. 13 показано сравнение рассчитанных с использованием hySol распределений 
аэродинамических коэффициентов ,x yc c  (рис. 13, a) и момента zm  (рис. 13, b) с экспери-
ментальными результатами [65, 66].  

  
a b 

Рис. 13. Зависимость аэродинамических коэффициентов ,x yc c  (a) и момента zm  (b) от угла атаки 

Экспериментальные значения показаны цветными маркерами, а рассчитанные – 
сплошными линиями. Видно хорошее совпадение результатов для коэффициентов yc  и mc . 
Для коэффициента xc  совпадение несколько хуже, но следует отметить и заметный разброс 
экспериментальных данных для xc . Возможно, это связано с некоторым разбросом в пара-
метрах набегающего потока в [65] в разных сериях экспериментов. 

Дополнительные примеры расчетов можно найти в [67]. 

5. Заключение 
Описан программный комплекс hySol расчета высокоскоростных пространственных 

вязких течений в областях сложной геометрической формы при наличии сильных ударных 
волн. Основной упор сделан на описании математической модели и численного подхода, 
реализованного в hySol. Численный подход изложен довольно подробно, что позволяет 
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оценить возможности программного комплекса. Приведен ряд примеров численных расче-
тов, использованных для верификации hySol и оценки получаемой точности результатов. 

 
Работа выполнена в рамках государственного задания № АААА-А20-120011690135-5. 
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