
Physical-Chemical Kinetics in Gas Dynamics 2022 V 23(6)     http://chemphys.edu.ru/issues/2022-23-6/articles/1028/ 

1 

Surface Waves Along the Interface of Stably 
Stratified Liquids 

Yu. D. Chashechkin1, A. A. Ochirov1, K. Yu. Lapshina2 

1 Ishlinsky Institute for Problems in Mechanichs RAS, Moscow, 119526, Russia 
2 P.G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, 150003, Russia 

yulidch@gmail.com, otchirov@mail.ru 

Abstract 

The problem of propagation of traveling surface waves along the interface of two stably strati-
fied inviscid unlimited semi-infinite liquid media of different densities is considered. The dis-
persion relations of wave motions and expressions for the flows of the amount of matter and 
energy in both liquids are obtained and analyzed.  
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The model of ideal immiscible uniformly stratified liquids is investigated. The dispersion rela-
tion in physically observable variables for plane surface waves propagating along the interface 
is obtained 
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For large density difference fluids (for example, an air-water system) the influence of the upper me-
dium on the dispersion ratios is insignificant compared to the case of a single liquid. However, this 
effect becomes noticeable when considering liquids whose densities do not differ much from each 
other. The description of dispersion relations, phase and group velocities of surface waves in stratified 
media in physically observable variables is proposed. The expressions obtained can be used to deter-
mine the dispersion characteristics of real liquids in the gravitational wave region (where the viscosity 
effect is negligible) to describe the wave part of the solution. To build complete solutions, it is neces-
sary to take into account the viscosity of the liquid. 
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Аннотация 

В настоящем исследовании рассмотрена задача о распространении бегущих поверхност-
ных волн вдоль границы раздела двух устойчиво стратифицированных невязких неогра-
ниченных полубесконечных жидких сред разной плотности. Получены и проанализиро-
ваны дисперсионные соотношения волновых движений и выражения для потоков коли-
чества вещества и энергии в обеих жидкостях. 

Ключевые слова: поверхностные волны, стратифицированная жидкость, граница раздела. 

1. Введение 

Исследования течений жидкостей привлекают внимание в связи с большим количе-
ством академических и практических приложений [1–5]. При изучении волнового движения 
свободной поверхности исторически сначала рассматривались гравитационные [6, 7] и ка-
пиллярные [8] волны в однородной жидкости. Наблюдения показывали, что даже малые ва-
риации плотности вносят заметный вклад в характеристики волнового движения. 
Дж. Г. Стокс в фундаментальной работе [9] положил начало исследованию волн в двухслой-
ных жидкостях. Если среды участвуют в относительном сдвиговом смещении, то обычно ос-
новное внимание уделяется эволюции границы раздела или определению критических пара-
метров перехода к неустойчивому состоянию [10–13]. Традиционно изучается неустойчи-
вость Кельвина − Гельмгольца, которая в случае учета поверхностного натяжения принимает 
пороговый характер [14, 15]. В неоднородных средах изучается генерация [16] и распростра-
нение волн вдоль границы раздела [17], переносом вещества и энергии [18–20]. Исследование 
многослойных систем связано с интересом к эффекту «мертвой воды» [21]. Академический 
и практический интерес исследователей связан с развитием неустойчивости Рэлея − Тейлора. 
Подробный анализ поведения двухслойной системы идеальных жидкостей приведен в моно-
графии [22]. Там же проведено обобщение на случай вязкой жидкости и случай экспоненци-
ально стратифицированной нижней среды. В работе [23] довольно подробно рассмотрены 
двумерные и трехмерные течения (в том числе и в стратифицированной) однослойной жид-
кости. А в исследовании [24] рассматривается стабилизация и отражение волн в устойчиво 
стратифицированной жидкости со сдвиговым течением при помощи численных методов. 
Стоит отметить, что значительное развитие получило в основном направление, связанное с 
изучением условий развития неустойчивости в стратифицированных слоях. При этом ис-
пользуются и аналитические [25, 26] и экспериментальные [27] и численные методы [28, 29]. 
Однако основное внимание, как правило, уделяется критериям развития неустойчивости, а 
дисперсионные соотношения и собственно процесс распространения поверхностных волн не 
исследуется должным образом. Фазовые скорости установившихся внутренних волн в двух- 
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слойной системе, в которой нижняя жидкость обладает постоянной плотностью, а верхняя – 
стратифицирована, рассчитаны в [30]. Задачи распространения акустических волн в системе 
газ-жидкость решаются при помощи численных методов [31]. Распространение волн вдоль 
свободной поверхности идеальной и вязкой жидкости рассмотрено в [32, 33], соответственно. 
При учете вязкости в решении [33] возникают тонкие высокоградиентные структуры – лига-
менты, сопутствующие волнам, отсутствующие в идеальных жидкостях [32]. Научный и 
практический интерес представляет более детальное изучение задачи распространения волн 
в многослойной жидкости. Настоящее исследование является обобщением задачи [32] на слу-
чай двух несмешивающихся идеальных жидкостей. 

2. Постановка задачи 

В настоящей работе рассматривается распространение бегущих синусоидальных волн 
вдоль границы раздела двух несмешивающихся жидкостей в декартовой системе координат 
Oxyz , в которой плоскость Oxy  совпадает с равновесным положением границы раздела жид-
костей, а ось Oz  направлена вертикально вверх против направления действия поля сил тяже-
сти g . Считается, что нижняя жидкость более плотная с плотностью w  занимает нижнее 
полупространство 0z  , а верхняя жидкость с плотностью a w   занимает верхнее полу-
пространство 0z  . Поверхность раздела характеризуется коэффициентом поверхностного 
натяжения   или нормированным на равновесное значение плотности нижней жидкости 

00w  коэффициентом 00w   . Считается, что вдоль границы раздела распространяется 
бегущая волна. Волновое возмущение поверхности описывается функцией  ,z x t . 

Задачи о распространении поверхностных волн характеризуются собственными вре-
менными и пространственными масштабами [33]. Параметры, характеризующие систему 
представлены в табл. 1.  

Таблица 1 

Значения собственных параметров 

Параметр 

Жидкости 
Стратифицированные (СЖ) Однородные (ОЖ) 

Сильно Слабо Потенциально Актуально 

Частота плавучести N , с−1 1 0.01 0.00001 0.0 

Период плавучести bT  6.28 с 10.5 мин 7.3 дней   

Масштаб стратификации   9.8 м 100 км 108 км   

Капиллярная постоянная 

жидкости g g  , см 
0.3 0.3 0.3 0.3 

Вязкий волновой масштаб 
3g

N g N  , см 
2.14 200 200000   

Микромасштаб Стокса 

N N  , см 
0.1 1.0 30   

В рассматриваемой модели собственными параметрами задачи являются частота 

N g   (период 2bT N ) плавучести, капиллярная постоянная g g   и масштаб 

стратификации   1
001 d d z     ( 00  – значение плотности на равновесном уровне). 

В основе математической формулировки лежит полная система уравнений движения 
[34]. Эффектами, связанными с вязкостью, диффузией и температуропроводностью в насто-
ящем исследовании пренебрегается. Для упрощения математических выкладок задача реша-
ется в предположении, что движение не зависит от горизонтальной координаты y . 
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2.1. Математическая формулировка задачи 

Математическая формулировка задачи состоит из основных уравнений движения в 
обеих жидкостях (уравнения Эйлера и уравнение неразрывности) 
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Здесь и далее нижним индексом a  обозначены величины, относящиеся к верхней жидкости, 
а индексом w  – к нижней; , , ,a w a w x a w zu w u e e  – поле скоростей; ,x ze  – орты оси Ox  и Oz  
соответственно, а ,a wP  – давление в жидкости. 

В качестве упрощения будем рассматривать жидкости переменной плотности без учета 
действия физических факторов, обеспечивающих ее переменность и вместо уравнения состо-
яния зададим стратификацию плотности верхней и нижней жидкости. Для обеих сред будем 
считать, что стратификация задается экспоненциальной функцией 

    00 00e , , , e , ,a wz z
a a a w w ws x z t s x z t                 (2) 

Отметим, что в рассматриваемом приближении используется профиль плотности, при-
нимающий бесконечно большие значения при бесконечном удалении от границы раздела. 
Поскольку движение затухает с глубиной на больших глубинах амплитуды возмущений бу-
дут пренебрежимо малы с масштабами задачи (см. табл. 1) и использование предлагаемого 
приближения возможно. Функциями ,a ws  задается отклонение плотности от равновесного за 
счет волнового движения. Давление представим в виде суммы гидростатического и волно-
вого давлений 

    d , d, , , ,a a a w w wz z
P g P P g Px t x t

 
           (3) 

Задачу (1)–(3) необходимо дополнить стандартными граничными условиями на гра-
нице раздела сред 
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     2 2

1

1 1

x
x z

x x

z

z


  

    
    

n e e  (4) 

2.2. Линеаризованная задача 

Задача (1)–(4) решается в приближении Буссинеска для инфинитезимальных волн ме-
тодом разложения по малому параметру. При этом нужно произвести процедуру сноса гра-
ничных условий (4) на равновесную поверхность 0z  . Обоснование процедуры можно 
найти в [35], подробное описание в [36], а применение в [18, 37 – 39]. В плоской постановке 
в приближении Буссинеска можно ввести функции тока ,a w  такие, что 

 , , ,a z a a x a w z w w x wu w u w            (5) 

Тогда в линейном приближении в приближении Буссинеска математическая формули-
ровка задачи для функций тока запишется следующим образом: 

0 :z   00 00 000, 0,z a a xt a a x a zt a x aP g P                 (6) 
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Избавляясь в уравнениях Эйлера и уравнениях неразрывности от давления и функции, 
задающей колебания плотности, приведем уравнения (6)–(9) к выражениям для функций тока 

0 :z   2 exp 0tt a a xx a
a

z
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; (11) 

0 :z   2 exp 0tt w w xx w
w

z
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 (12) 

3. Решение 

Решение задачи (11)–(12) с граничными условиями (10) в виде бегущих волн 

    exp expza xa k z ik x i tA    , 

    exp expzw xw k z ik x i tB    (13) 

приводит к дисперсионным соотношениям, связывающим компоненты волнового вектора 
для обеих сред. Подставляя (13) в (11)–(12) получим 
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Решение выражений (14) относительно вертикальных компонентов волнового вектора 
приводит к соотношениям 
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Подстановка (13) в граничные условия (10) с учетом (15) приводит к уравнению для 
компонента волнового вектора xk  

 2 2 2 200 003

00 00

1 0a a
w ax x

w w

N Nk g k
   
 

           
   

 (16) 

Выражение (16) проще анализировать в безразмерном виде. В качестве параметров 
обезразмеривания выберем собственные параметры задачи – частоту плавучести нижней 
среды wN  и капиллярную постоянную g

 , тогда уравнение (16) преобразуется в 
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Здесь *xk  и *  – суть безразмерный компонент волнового вектора и безразмерная частота 
волнового движения соответственно. 

Уравнение (17) имеет три корня 
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Условие физической реализации корней связано с необходимостью затухания движе-
ния с глубиной для нижней жидкости и с высотой для верхней. Математически это условие 
можно выразить следующим образом: 

    Re 0, Re 0za zwk k   (19) 

Анализ корней уравнения (18) показывает, что физическому условию реализации (19) 
удовлетворяет только корень * 1xk .  

Частота волнового движения определяет энергию и, следовательно, является положи-
тельно определенной величиной. В предложенном представлении частота является парамет-
ром, а дисперсионные соотношения описывают связь между компонентами волнового вектора.  

На рис. 1 представлены зависимости длины поверхностной волны от частоты волнового 
движения на границе раздела жидкостей воздух-вода ( 72   дин/см, 00 1w   г/см3, 

00 0.001a   г/см3) при разных уровнях стратификации нижней жидкости: литерой (1) обо-
значена зависимость при сильно стратифицированной нижней жидкости 1wN   с−1, литерой 
(2) – зависимость при слабо стратифицированной нижней жидкости 0.01wN   с−1, и литерой 
(3) – зависимость при очень слабой стратификации нижней среды 0.001wN   с−1. Стратифи-
кация верхней жидкости при этом полагалась неизменной и частота плавучести верхней 
среды принималась равной 0.012aN   с−1. 

 

Рис. 1. Зависимость длины поверхностной волны от частоты волнового 
движения для системы жидкостей с параметрами воды и воздуха 
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Стратификация оказывает заметное влияние в области гравитационных волн, при этом 
верхняя жидкость, у которой плотность много меньше плотности нижней, практически не ока-
зывает влияния на зависимость длины поверхностного волнового движения от частоты. При 
рассмотрении жидкостей, значения плотностей которых близки, ситуация меняется значи-
тельно. Проанализируем выражение (18). Если 00 00a w  , то отношение 1   играет роль 
малого параметра и корни дисперсионного уравнения с высокой точностью совпадают с реше-
ниями для случая одной стратифицированной жидкости [24]. Если же плотности сред близки, 
то слагаемые в (18) в   при   не малы и вносят существенный вклад. Особенности решения 
могут возникнуть в том случае, если будут близки значения частот плавучести верхней и ниж-
ней среды. Для иллюстрации сказанного построим на рис. 2 зависимость длины поверхностной 
волны от частоты волнового движения в системе жидкостей бензол-вода ( 00 0.88a   г/см3, 

35   дин/см) при разных уровнях стратификации нижней жидкости: литерой (1) обозна-
чена зависимость при сильно стратифицированной нижней жидкости 1wN   с−1, литерой (2) 
– зависимость при слабо стратифицированной нижней жидкости 0.01wN   с−1, и литерой (3) 
– зависимость при очень слабой стратификации нижней среды 0.001wN   с−1. Стратифика-
цию верхней жидкости при этом будем полагать неизменной, а частоту плавучести верхней 
среды такой же, как и в системе вода-воздух 0.012aN   с−1. 

 

Рис. 2. Зависимость длины поверхностной волны от частоты волнового 
движения для системы жидкостей с параметрами воды и бензола 

Из рис. 2 видно, что учет верхней среды приводит к тому, что в спектре поверхностных 
волн отсутствуют запрещенные частоты, однако, не все длины волн могут возникнуть в такой 
модели. 

За скорость переноса энергии волновым движением (скорость движения амплитудного 
фронта волны) отвечает групповая скорость grc , фазовый фронт перемещается с фазовой ско-
ростью волны phc . На рис. 3 и рис. 4 представлены зависимости фазовой (пунктирные линии) 
и групповой (сплошные линии) скоростей от длины поверхностной волны и от частоты вол-
нового движения, соответственно, для системы жидкостей с параметрами воды и воздуха. 
Литерой (1) и (4) обозначены зависимости при сильно стратифицированной нижней жидко-
сти 1wN   с−1, литерой (2) и (5) – зависимости при слабо стратифицированной нижней жид-
кости 0.01wN   с−1, и литерой (3) и (6) – зависимость при очень слабой стратификации ниж-
ней среды 0.001wN   с−1. 

Видно, что и групповая, и фазовая скорости немонотонно зависят от частоты (длины 
волны) волнового движения и достигают минимума при некотором значении частоты (длины 
волны). На границе вода-воздух своего минимального значения min 18grc   см/с групповая 
скорость достигает при частоте min 40.5gr   с−1 и длине волны min 0.7gr   см. При этом в 
области капиллярных волн групповая скорость превышает фазовую, а в области гравитаци-
онных волн – наоборот. Примечательно, что фазовая и групповая скорости сравниваются при 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2022 Т.23(6)     http://chemphys.edu.ru/issues/2022-23-6/articles/1028/ 

 8

минимальном значении фазовой скорости (и принимают значения на границе вода-воздух 
min 23gr phc c   см/с). Частота волнового движения при этом min 85ph  с−1 и для воды 

min 85ph  с−1, а длина волны min 1.7ph  см. 

 

Рис. 3. Зависимости фазовой (пунктирные линии) и групповой 
(сплошные линии) скоростей от длины поверхностной волны 

 

Рис. 4. Зависимости фазовой (пунктирные линии) и групповой 
(сплошные линии) скоростей от частоты волнового движения  

Интересно проследить за потоком энергии и количества вещества. В [40] показано, что 
в идеальной жидкости поток энергии ,Ea w , связанный с распространением волны без учета 
внутренней энергии, выражается формулами 
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Примечательно, что поток переноса количества вещества волной ,pa w  в направлении 
распространения волны отличается только векторным множителем [40] 
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Интерес представляют не значения потоков в определенные моменты времени, а их 
осреднённые значения за временной период 2T    

 
0

1
d

T
t

T
    (22) 

4. Предельные переходы 

В случае рассмотрения упрощенных моделей выражения, полученные в настоящей ра-
боте, сводятся к известным формулам. Рассмотрим предельный переход к случаю двухслой-
ной системы, образованной однородными жидкостями с постоянными плотностями 00w  и 

00a . В этом случае дисперсионные соотношения (15)–(16) принимают вид 

 za zw xk k k  , (23) 

 00 003 2

00 00

1 1 0a a
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w w
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В научной и учебной литературе дисперсионные уравнения чаще представляют в виде 
зависимости частоты от волнового числа. В более привычном виде выражение (24) перепи-
шется 

 
 2

00 002
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w ax x
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 (25) 

Выражение (25) с точностью до обозначений совпадает с дисперсионным уравнением, 
полученным в [22] при рассмотрении неустойчивости Рэлея − Тейлора. Таким образом, в пре-
дельном переходе , 0w aN   задача сводится к известным соотношениям. 

Если рассмотреть задачу в пределе одной стратифицированной жидкости 0a  , то 
дисперсионные соотношения (15)–(16) с точностью до обозначений совпадают с получен-
ными в [32] 

 2 2 expx
zw w

w

zk
k N


      

, (26) 

 3 2 2 0x x w
g

k k N
 

 
     (27) 

И, наконец, максимально возможное упрощение задачи и сведение ее к распростране-
нию поверхностных волн вдоль свободной поверхности идеальной однородной жидкости 
также приводит к известным соотношениям 

 zw xk k , (28) 

 
2

3 0x x
g

k k


 
    (29) 

В научной и учебной литературе дисперсионное соотношение обычно представляется 
в виде зависимости частоты волнового движения от волнового числа. При этом для вязкой 
жидкости частота принимается комплексной, а в качестве критерия отбраковки части реше-
ний используется знак мнимой части [40, § 25 ]. В последнее время частота, как мера энергии 
и основной параметр волн, принимается действительной, и положительно определенной, а 
волновое число – комплексным, учитывающим затухание волны с удалением от источника. 
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В таком описании дисперсионные соотношения задают связь между компонентами волно-
вого вектора для выбранной частоты волны. При анализе уравнений методами теории сингу-
лярных возмущений учитываются и волновые компоненты, которым соответствуют регуляр-
ные решения, и лигаменты, характеризуемые сингулярно возмущенными решениями [33]. 
Подход, использованный в данных расчетах, в более общей постановке позволяет находить 
полные решения систем уравнений механики жидкостей, описывающие и динамику, которая 
характеризуют волны, и тонкую структуру течений, высокоградиентые прослойки и волокна 
в которых описывают лигаменты [41], Положение прослоек в пространстве определяется ви-
дом волны и граничными условиями задачи. 

5. Заключение 

В системе двух идеальных несмешивающихся равномерно стратифицированных жид-
костей построены дисперсионные соотношения, описывающие распространение поверхност-
ных волн вдоль границы раздела сред. Для жидкостей с большой разницей плотности (напри-
мер, система воздух-вода) влияние верхней среды на дисперсионные соотношения оказыва-
ется незначительным по сравнению со случаем одной жидкости. Однако, это влияние стано-
вится заметным при рассмотрении жидкостей, плотности которых не сильно отличаются 
друг от друга.  

Рассчитаны дисперсионные соотношения, фазовые и групповые скорости поверхност-
ных волн в стратифицированных средах в физически наблюдаемых переменных. Получен-
ные выражения можно использовать для определения дисперсионных характеристик реаль-
ных жидкостей в диапазоне частот гравитационных волн (где влияние вязкости незначитель-
но) для описания волновой части решения. Для построения полных решений необходимо 
учитывать вязкость жидкости. 
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