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Аннотация 

В работе выполнено сравнение зависимостей давления P, удельной внутренней энергии E и сте-

пени ионизации Z  от температуры T для плазмы фтора, азота и кислорода полученные на основе 

моделей ионизационного равновесия Саха и Томаса–Ферми в области их совместной примени-

мости: 1 эВ < Т < 100
 
эВ, 10

-7
 < ρ < 10

-3 
г/см

3
.  
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The pressure P, the specific internal energy E and the degree of ionization Z depending on the tem-

perature T are obtained for the plasma of fluoride, nitrogen and oxygen on the basis of the model of 

ionization equilibrium (Saha model) and the Thomas–Fermi model. These results are compared in 

the region where the both models work: 1 eV < T < 100 eV, 10
-7

 < ρ < 10
-3

 g/cm
3
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1 Введение. Общая постановка задачи 

В работе рассматривается вопрос о поиске области (по температуре и плотности иони-

зованных однокомпонентных газов), где модели ионизационного равновесия (Саха) [1–3] и 

Томаса–Ферми [4–9] количественно близки друг к другу. Эта задача будет рассматриваться 

в следующем диапазоне: температура Т = 1÷100 эВ и плотность ρ = 10
-7

÷10
-3

 г/см
3
. Извест-

но, что вещество при указанных параметрах удовлетворяет условиям локального термоди-

намического равновесия [1, 4]. 

Такие данные необходимы для разработки высокоэффективных плазменных техноло-

гий, расчета входа летательных аппаратов в верхние слои атмосфер планет, задачах инерци-

ального и магнитного термоядерного синтеза и в различных астрофизических приложениях 

[10–15]. 

Особо отметим, что вопрос об интерполяционном переходе от модели Томаса–Ферми 

к модели Саха в области их совместной применимости в данной работе не рассматривается. 
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2 Модель Саха (модель ионизационного равновесия) 

В модели ионизационного равновесия Саха предполагается достаточная разрежен-

ность исследуемого газа, а также возможность применимости статистики Больцмана к сис-

теме "связанных" электронов [1]. Будем считать также, что энергетические затраты на излу-

чение не сказываются заметно на состоянии ионизационного равновесия. 

Для расчета состава однокомпонентной плазмы и определения степени ионизации Z  

решается система уравнений Саха–Эккерта (1) с учетом неидеальности (3), условий норми-

ровки и квазинейтральности (4): 
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 Здесь nm+1, nm – концентрация ионов с зарядом m+1 и m соответственно; Σm, Σm+1 – ста-

тистические суммы; me – масса электрона; h – постоянная Планка; I
*
m+1, Im+1 – энергия иони-

зации с кулоновской поправкой и без неё; Zm+1 = m+1 – заряд иона; rD – радиус Дебая, gzi – 

статистические веса энергетических состояний. 

При это согласно [1, 2] производится "обрезание" статистических сумм (2), т.е. пред-

лагается проводить расчет статсумм до уровня с энергией ионизации, не превышающей kT. 

Отметим, что использованный в работе способ обрезания статистических сумм в диапазоне 

изменения параметров Т = 1÷100 эВ и ρ = 10
-7

÷10
-3

 г/см
3
 не приводит к заметным погрешно-

стям в определении состава плазмы.  

Полное (электронное eP  и ионное iP ) давление ионизованного газа вычисляется, как 

сумма парциальных давлений атомов и электронов [1]: 

 (1 )e iP P P N Z kT    . (5) 

где N – число атомов; ρ – плотность ионизованного газа; k – постоянная Больцмана; T – 

температура. 

 Удельная внутренняя энергия ионизованного газа представляется, как сумма внутрен-

них энергий атомов и электронов с учетом энергии ионизации и электронного возбуждения: 

 
3
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где Qm – энергия, необходимая для того, чтобы оторвать от атома m электронов; αm – кон-

центрация ионов с зарядом, равным m; Wm – энергия электронного возбуждения. 

 Область применимости модели Саха ограничивается проявлением эффектов сильной 

неидеальности плазмы при высоких плотностях (ρ ~ 10
-3 

г/см
3
) и низких температурах (T ~ 
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1 эВ), а также эффектами нарушения локального ионизационного равновесия при низких 

плотностях (ρ ~ 10
-7 

г/см
3
) и достаточно высоких температурах (T ≤ 100 эВ) [1, 2]. 

 Критерием, определяющим степень неидеальности плазмы, является условие малости 

энергии кулоновского взаимодействия заряженных частиц по сравнению с их кинетической 

энергией, что совпадает c условием применимости дебаевского приближения – число заря-

женных частиц в сфере радиуса rD должно быть достаточно велико [1, 2]: 

 3
0

4
( ) 1

3
D D eN r n n   . (7) 

3 Модель Томаса–Ферми 

 Модель Томаса–Ферми имеет следующие предположения физической постановки 

[1, 8]: плазма рассматривается, как система атомных ячеек сферической формы. В модели 

газ считается состоящим из ядер и электронов. Ядра подчиняются статистике Больцмана и 

вносят свой вклад в уравнения состояния. Электроны рассматриваются как газ, находящей-

ся в самосогласованном электростатическом поле V(r). Электроны подчиняются статистике 

Ферми–Дирака. 

Электростатический потенциал V(r) удовлетворяет сферически-симметричному урав-

нению Пуассона: 
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   – функция Ферми–

Дирака, где 2 /y p   ; р – импульс электрона; Z, e – заряд ядра и электрона соответствен-

но, r0 – радиус атомной ячейки. 

При вычислении термодинамических функций, определяющих уравнения состояния 

(термическое и калорическое) предполагается, что потенциал Томаса–Ферми рассчитан. 

Тогда давление электронов на границе атомной ячейки может быть вычислено, как средний 

импульс, переносимый ими за единицу времени через единицу поверхности атомной ячей-

ки радиуса r0 [3–6]: 
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где ϑ и φ – углы в сферических координатах, η = -μ/θ. Для нахождения полного давления 

всей системы частиц, находящихся в атомной ячейке, необходимо учесть давление созда-

ваемое ядрами. При высоких температурах эту систему (газ, состоящий из ядер) обычно 

рассматривают, как идеальный газ. Поэтому для полного давления (в ГПа) имеем: 
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 42,942 10 eP P
v


  


 
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. (12) 

где v – объем атомной ячейки. Методика вычисления удельной внутренней энергии и эн-

тропии плазмы приведена в [4–8].  

Область применимости модели Томаса–Ферми определяется, в основном, двумя фак-

торами: параметром вырождения и параметром неидеальности. Принято считать [4–8], что 

плазма будет являться вырожденной и неидеальной, если Г > 1 и ξ > 1. Кроме этого следует 

отметить, что данная модель работает тогда, когда малы квантовые и обменные поправки к 

ней [7]: модель Томаса–Ферми начинает давать удовлетворительные результаты при любых 

концентрациях частиц начиная с температуры Т > 2-3 эВ.  

Параметр вырождения определяется, как число частиц в сфере радиуса длины волны 

де Бройля для электрона 

 3
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– длина волны де Бройля для электрона. Параметр неидеальности, 

который определяется, как отношение энергии кулоновского взаимодействия электронов к 

их кинетической энергии 

 
2 1/3

e

k

e n

E
  . (14) 

где e – заряд электрона, ne , Ek – концентрация и кинетическая энергия электронов. Если 

электроны подчиняются статистике Больцмана, то Ek ~ T. Для вырожденного электронного 

газа 2 2/3~ / (2 )k e eE n m . 

В данной работе рассматриваются плазма в следующем диапазоне термодинамиче-

ских параметров: 1 эВ < Т < 10
4 
эВ, 10

-7
< ρ < 10

-3
 г/см

3
. Оценки показывают, что для данного 

диапазона параметров плазма является вырожденной и неидеальной, т.е. при малых плотно-

стях и температурах параметры Г > 1 и ξ > 1. 

В таком диапазоне параметров модель ионизационного равновесия Саха приводит к 

большим ошибкам, но применение квантово-статистической конечно-температурной моде-

ли Томаса–Ферми оправдано. 

4 Результаты 

 На рисунках ниже приведены результаты расчетов, которые выполнены с использова-

нием моделей Саха и Томаса–Ферми. На этих рисунках показаны графические зависимости 

давления, внутренней энергии и степени ионизации от температуры для фтора в указанном 

выше диапазоне плотностей и температур (известно, что область термодинамических пара-

метров 1 эВ < Т < 100
 
эВ, 10

-7
 < ρ < 10

-3 
г/см

3
 описывается, как моделью Саха, так и моделью 

Томаса–Ферми [1, 2, 4]). Также приведены зависимости от температуры относительной по-

грешности Δ результатов расчета для фтора, азота и кислорода. 

С целью поиска области количественной близости (области совместной применимо-

сти) моделей Саха и Томаса–Ферми для фтора, азота и кислорода произведено сравнение 

полного давления P, удельной внутренней энергии E и степени ионизации eZ n n .  

На рис.1 приводятся зависимости, указанных выше величин (P, E, Z ), от температуры 

Т для фтора для плотности ρ = 10
-3

 г/см
3
. 
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Рис.1. Зависимости полного давления P, удельной внутренней энергии E и степени ионизации Z  от 

температуры T для фтора при плотности 10
-3

 г/см
3
, полученные на основе моделей Саха и Томаса–

Ферми. 

На рис.2 изображены значения относительной погрешности  , полученной на основе 

двух вышеописанных моделей. При этом под относительной погрешностью   результатов 

расчетов, выполненных с помощью модели Саха и Томаса–Ферми, понимается следующее 

выражение: 
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где PТФ, PСаха – значение одного из трёх параметров (P, E, Z ), определяемых на основе мо-

дели Томаса–Ферми и Саха соответственно. 

  

 

 

 

Рис.2. Относительная погрешность Δ результатов расчета по моделям Саха и Томаса–Ферми в зави-

симости от температуры Т для фтора, азота и кислорода при плотности 10
-3

 г/см
3
.  
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Из рис.2 следует, что в диапазоне температур (1÷6) эВ наблюдается значительная (на 

порядок величины) разница между результатами расчета по моделям Томаса–Ферми и Са-

ха. Эта разница объясняется тем, что термодинамические параметры, полученные по моде-

ли Томаса–Ферми, имеют заметную ошибку в данном диапазоне температур [4–8].  

При температурах Т 10  эВ (см. рис.2) обе модели показывают качественно сходные 

результаты, однако величина относительной погрешности   находится приблизительно на 

уровне 10% для давления и степени ионизации и 20% для удельной внутренней энергии, а 

также не уменьшается с ростом температуры T .  

5 Заключение 

Для фтора азота и кислорода, на основе результатов проведенных расчетов, выполнен 

поиск области количественной близости (области совместной применимости) моделей Саха 

и Томаса–Ферми. С этой целью для плазм перечисленных выше веществ в работе сравнива-

лись (для области изменения термодинамических параметров 1 эВ < Т < 100
 
эВ, 10

-7
 < ρ < 

10
-3 

г/см
3
) зависимости давления P, удельной внутренней энергии E и степени ионизации Z  

от температуры T. Установлено, что при температуре T ≥ 10 эВ обе модели показывают 

сходные результаты, однако при низких температурах наблюдается значительное расхож-

дение в результатах, объясняемое попаданием модели Томаса–Ферми в область своей пло-

хой применимости. 

 

Работа выполнена в рамках проектной части государственного задания в сфере науч-

ной деятельности Министерства образования и науки Российской Федерации № 

13.79.2014/K. 
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