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Abstract 

Non-isothermal transverse flow around rotating and stationary circular cylinder by disperse 

media is investigated numerically. Relationships of the variation of flow’s major characteristics 

depending on rotational velocity of a cylinder, volume concentration of dispersed phase and oth-

er parameters is determined. In some cases the approximating relationships are presented. 

Keywords: the circular cylinder, the flow of the dispersed mixture, the drag coefficient,  

the Nusselt number 

  

Areas of constant velocity and the velocity vectors of carrier medium when suspension flows 

around a rotating circular cylinder (from the left). Change of a local coefficient of convective 

heat exchange along the surface of a stationary cylinder when it is streamlined by a liquid with 

gas inclusions ( 0  – volume concentration of gas inclusions at the inlet of a computational 

domain) (from the right). 

Keywords: the mean resistance coefficient of a cylinder caused by the carrier phase,  
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 
;
 

The average Nusselt number  
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(
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DC , 
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Nu  – mean resistance coefficient, average Nusselt number when a homogeneous liquid 

flows around a cylinder). 
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Аннотация 

Численно исследуется неизотермическое поперечное обтекание дисперсными средами 

вращающегося, а также неподвижного кругового цилиндра. Устанавливаются законо-

мерности изменения основных характеристик течения в зависимости от скорости вра-

щения цилиндра, объемной концентрации дисперсной фазы, других параметров. В ряде 

случаев приводятся аппроксимационные соотношения. 

Ключевые слова: круговой цилиндр, обтекание дисперсной смесью, коэффициент со-

противления, число Нуссельта 

1. Введение 

Интерес исследователей к проблемам обтекания, теплообмена вращающихся, непод-
вижных тел со средами, содержащими частицы примеси, газовые включения обусловлен 
широким распространением их в природе и технике: песчаные бури, технологии нанесения 
декоративных и защитных покрытий, газопламенного и плазменного напыления металли-
ческих составов на рабочие поверхности деталей, изделий; охлаждение высоконагружен-
ных поверхностей металлургических и других теплотехнических установок [116]. 

Целью настоящей работы является математическое моделирование и расчет гидро-
динамических и тепловых процессов, протекающих при обтекании кругового цилиндра 
суспензией, в которой несущая среда – вода, а примеси либо частицы с плотностью, боль-
шей плотности воды, либо газовые включения. 

2. Постановка задачи 

В случае, когда частички примеси твердые, плотность их больше плотности воды, 

объемная концентрация мала (< 10 %) для математического описания взаимосвязанных гид-

родинамических и тепловых процессов используется Лагранжев подход, согласно которому 

отслеживается движение и теплообмен каждой из частиц. При этом принимаются следую-

щие допущения:  

– частицы имеют сферическую форму, радиус частицы pr  одинаковый, диаметр их 

pd  во много раз больше расстояния между молекулами несущей среды; 

– возможное вращение, деформирование частиц, их непосредственное взаимодействие 

и столкновение, а также дробление, слипание (коагуляция) не учитываются. 

В декартовой прямоугольной системе координат 1 2x Ox  ламинарное плоскопараллель-

ное течение вязкой несущей среды в отсутствие силы тяжести описывается уравнениями: 
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Здесь t  – время; ,i ju u  – компоненты вектора скорости u  ( , 1,2i j  ); p  – давление;   – 

плотность жидкости; ν  – кинематическая вязкость жидкости, pif  – проекция на ось ix  ос-

редненных по объему сил гидродинамического сопротивления частиц. 
Уравнение сохранения энергии имеет вид 

       pE E p T Q
t
  


      

u , (3) 

где 
2

2

p u
E h


   ; h  – энтальпия; T  – температура жидкости;   – коэффициент теплопро-

водности среды; pQ  – осредненный по объему тепловой поток к частицам примеси. 

При рассмотрении движения частиц примеси дополнительно предполагается, что они 

имеют осредненные физико-механические свойства. 

В локальной декартовой системе координат xoy  траектория движения частицы опи-

сывается уравнениями  
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где   – время; pxu , pyu  – проекции вектора скорости pu  частицы на оси координат. С уче-

том силы гидродинамического сопротивления, действующей со стороны несущей среды на 

частицу, уравнение ее движения представляется в виде  
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u u
 – число Рейнольдса частицы, 
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1 2Re Re

p
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a a
C a    – коэффициент гидродинамического сопротивления; 1a , 2a , 3a  – кон-

станты. 

Согласно соотношению (5) сила гидродинамического сопротивления частицы 

  20.5p p p p pC r   f u u u u  

Отсюда находятся осредненные по объему компоненты сил сопротивления pif  ( 1,2i  ), 

входящие в уравнение (2). 

Поскольку размеры частиц малы, они достаточно долго пребывают в потоке жид-

кости, теплообмен их со средой слабый, предполагается, что тепловое состояние частиц ха-

рактеризуется средней по их объему температурой pT . 
При условии, что частицы примеси представляют собой термически тонкие тела, лу-

чистый теплообмен не учитывается, уравнение теплового баланса частицы имеет вид 

 
d

dτ

p

p p p p p

T
m c A T T  , 

где p  – коэффициент конвективного теплообмена частиц; pm – масса; pc  – теплоемкость 

материала; pA  – площадь поверхности частицы. 

Даная зависимость позволяет найти тепловой поток к частицам примеси в контроль-

ном объеме среды, оценить величину pQ  с учетом концентрации частиц в этом объеме. 
Представленные таким образом уравнения (1)-(3) дополняются соответствующими 

начальными и граничными условиями. На поверхности обтекаемого цилиндра записыва-
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ются условия прилипания, на входе в расчетную область задаются давление, скорость, тем-

пература несущей среды, на выходе – «мягкие» граничные условия; на боковых границах 

используются условия симметрии. 

При расчете кинематики частиц примеси согласно уравнений (4), (5) начало локаль-

ной системы координат xoy  помещается в точку вбрасывания частиц в несущую среду. 

Точки эти располагаются вдоль входного сечения, ось ox  направляется параллельно оси 

1ox . В начальный момент времени 0   pxu u  – скорость жидкости на входе в расчетную 

область, 0pyu  , температура частиц 0 0p pT T T  . Помимо скорости частиц в месте вбрасы-

вания задается также радиус, плотность частиц p , массовый расход pG , от которого зави-

сит число частиц, поступающих в расчетную область в единицу времени. 
Если по ходу движения частица покидает расчетную область, то обратно в нее она не 

возвращается. При контакте с поверхностью обтекаемого тела частицы отскакивают с соот-

ветствующими нормальной и касательной компонентами скорости. 

При рассмотрении неизотермического обтекания цилиндра водой, содержащей газо-

вые включения, применяется модель взаимопроникающих и взаимодействующих континуу-

мов [1]. Предполагается, что размеры включений во много раз больше расстояния между 

молекулами, но значительно меньше диаметра обтекаемого цилиндра. Смесь монодисперс-

ная, дисперсная фаза в каждом элементарном макрообъеме присутствует в виде сферичес-

ких газовых включений одинакового радиуса a  (пузырьковая жидкость). Соответственно, 

образование новых газовых включений, их дробление, слипание (коагуляция), деформиро-

вание не происходит. Считается, что газовые включения не вращаются, не отскакивают от 

поверхности тела, фазовые переходы отсутствуют. При оценке межфазного взаимодействия 

эффект присоединенной массы не учитывается, не учитываются также силы тяжести, Ар-

химеда. Кроме того, движение смеси полагается ламинарным, при этом хаотическое пове-

дение включений является несущественным. 

С учетом того, что обмен массой между фазами не происходит, уравнения сохранения 

массы записываются в виде 

     0i i i i i   



  


v , 1,2i  , (6) 

где   – время; 
1 2x x

 
 

 
I J , i , 1 2i i iv v v I J  – плотность, вектор скорости i -й фазы;  

1 , 2  – объемная концентрация, соответственно, несущей и дисперсной фаз ( 1 2 1   ); 

    2 2 2 0 



  


v . (7) 

Уравнение импульсов для i -ой фазы в отсутствие гравитационных сил имеет вид 

    i i i i i i i i i i ip    



      


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Здесь ip  – среднее давление i -й фазы;  
2
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T
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             
v v v  – тензор 

напряжений в i -й фазе; i , i  – сдвиговая, объемная вязкость; I  – единичный тензор; 
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 R v v  – осредненная сила взаимодействия между фазами; V  – контроль-

ный объем; 
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 0.687

21 21 21

21

24 1 0.15Re Re , Re 1000

0.44, Re 1000
Dc

  
 



, 

21 1 2 1 1Re 2 a  v v  – число Рейнольдса относительного движения фаз. 

Уравнения переноса тепла в несущей ( i =1) и дисперсной ( i =2) фазах 

      i pi i i i pi i i i ic T c T T Q  



    


v , (9) 

где 
 

 2
2 21 2 1

1
4 d

i

i

V

Q a T T V
V

  


  , 
1 21

21

Nu

2a


   – коэффициент теплообмена между не-

сущей и дисперсной фазами; число Нуссельта рассчитывается по формуле Ranz-Marshall: 
1 2 1 3

21 21 21Nu 2 0.6Re Pr   ( 21 210 Re 200, 0 Pr 250    ). 

Считается, что на поверхности обтекаемого цилиндра реализуются условия прилипа-

ния несущей и дисперсной фаз: 1 2 0v v  ; имеет место идеальный тепловой контакт: 

1 2 wT T T  . При этом удельный тепловой поток  *
i i i i w iq T n T T       ( 1,2i  ), где n  – 

внешняя нормаль к поверхности цилиндра; *
iT  – температура i -й фазы на удалении от ци-

линдра (среднемассовая температура); i  – искомый локальный коэффициент конвектив-

ного теплообмена. 

Во входном сечении, перпендикулярном оси 10x , компоненты скоростей 11 21v v w  , 

12 22 0v v  ; операционное давление 0p =0.1 МПа; температура несущей и дисперсной фаз 

одинакова: 1 2 0 constT T T   ; концентрация 2 0 const   . 

На выходе из расчетной области 
1 2

1 1 1 1

0
i i i iv v p T

x x x x

   
   

   
 ( 1,2i  ), 

2

1

0
x





; что озна-

чает выравнивание как гидродинамических, так и тепловых, концентрационных характери-

стик сред. 

На боковых границах положим: 
1

2 2 2

0
i i iv p T

x x x

  
  

  
, 2 0iv   ( 1,2i  ), 

2

2

0
x





. 

В начальный момент времени 0   среда мгновенно начинает двигаться, 1iv w , 

2 0iv  , 0p p , 0iT T , 2 0  . 

Поставленные таким образом задачи (1)(5), (6)(9) решаются методом конечных 

объемов на сетке треугольных элементов. 

3. Результаты расчетов 

В первой задаче, когда плотность материала частиц больше плотности воды, в качест-

ве входных значений параметров принимаются следующие: плотность воды 310   кг/м³, 

динамический коэффициент вязкости   = 310  кг/(м·с), удельная теплоёмкость при по-

стоянном давлении 4182c  Дж/(кг·К), коэффициент теплопроводности  =0.6  Вт/(м·K), 

скорость жидкости на входе в расчетную область u =0.02 м/с, число Рейнольдса 

0Re 2 νR u =200, где 0R  – радиус обтекаемого цилиндра. Температура воды на входе 

0T T =300 K; температура поверхности цилиндра wT =350 K, безразмерная скорость вра-

щения ее 0 0R u    меняется от 0.0 до 5.0. 

На начальном этапе расчетов примесь в несущую среду не вбрасывается. Частицы по-

даются в поток начиная с безразмерного момента времени 100 из 500 источников, распо-

ложенных равномерно вдоль входной границы. Диаметр частиц 310pd  м, плотность мате-

риала (сталь) 8030p  кг/м³; удельная теплоёмкость 502.48pc   Дж/(кг·К); коэффициент 

теплопроводности p =16.27 Вт/(м·K); температура частиц в начальный момент времени 

0pT T . При этом на входе в расчетную область объемная концентрация примеси   со-
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ставляет 1.5%, массовая концентрация  =11.0%, число Стокса частиц 
2

0Stk 36 0.9p pd u R   . 

Поведение среднего коэффициента сопротивления цилиндра 2
1 0D xC F u R   и числа 

Нуссельта 0Nu 2 wR   в зависимости от безразмерной скорости вращения поверхности 

цилиндра   иллюстрируют рис. 1, 2. 

 

Рис. 1. Зависимость среднего коэффициента сопротивления ци-

линдра от относительной скорости вращения  : сплошная ли-

ния – однородный поток, пунктирная линия – поток воды с час-

тицами 

Как следует из рис. 1, вбрасывание в поток частиц механической примеси приводит по 

сравнению со случаем обтекания вращающегося цилиндра однородным потоком к увеличе-

нию среднего коэффициента сопротивления цилиндра. Однако влияние примеси в зависи-

мости от   оказывается разным. Если при *
1   коэффициент сопротивления уве-

личивается, в среднем, на 20%, то при * *
1 2     уже на 165%, а при * *

2 3     – на 65%. 

Здесь *
1 ≈2.0, *

2 ≈4.3, *
3 ≈4.9 – критические безразмерные скорости вращения поверхности 

цилиндра, при которых характер течения жидкости в следе за цилиндром заметно меняется 

[10]. Таким образом, наибольшее влияние примеси на сопротивление цилиндра наблюдает-

ся при * *
1 2    , когда в следе за телом, в отличие от других интервалов изменения без-

размерной скорости вращения цилиндра, течение стационарно. Интересно, что именно в 

этом случае коэффициент сопротивления цилиндра при обтекании его как однородным, так 

и двухфазным потоком достигает минимума, причем наличие примеси приводит к смеще-

нию этого минимума в сторону меньших значений скорости  . 

Отметим также, что наличие в потоке механической примеси приводит к уменьшению 

коэффициента подъемной силы, заметно влияет на амплитуду коэффициента подъемной 

силы [10]. 

Изменение среднего числа Нуссельта Nu  при увеличении безразмерной скорости 

вращения цилиндра показывается на рис. 2. Применительно к теплообмену цилиндра с 

двухфазным потоком можно выделить три характерных интервала изменения  : 0 3.0 

, *
23.0    , * *

2 3    . При 3.0   вбрасывание примеси в однородный поток вязкой 

жидкости несколько интенсифицирует теплообмен, число Нуссельта Nu  увеличивается, 

приблизительно, на 15%. Дальнейшее увеличение скорости вращения цилиндра ведет к то-

му, что при *
23.0     теплообмен резко ухудшается, Nu  уменьшается до 55%. При по-

следующем росте   ( * *
2 3    ) темп снижения теплоотдачи уменьшается, значения чис-

ла Нуссельта для потока с примесью приближаются к числу Нуссельта для однородного 

потока. 
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Рис. 2. Зависимость среднего числа Нуссельта цилиндра от отно-

сительной скорости вращения: сплошная линия – однородный 

поток, пунктирная линия – поток воды с частицами 

В случае, когда плотность материала дисперсной фазы меньше плотности несущей 

среды (задача (6)(9)) предполагается, что скорость среды на входе в расчетную область 
45 10w    м/с; начальная температура 0T =293 K, температура поверхности цилиндра wT

= 343 K, диаметр обтекаемого цилиндра 0.2D  м, диаметр pd  сферических включений из-

меняется от 45 10 м до 35 10 м, число Рейнольдса смеси 0 0 0Re w D   определяется по 

скорости w , эффективной плотности смеси на входе в расчетную область 

 0 0 1 0 21       , эффективному коэффициенту динамической вязкости  0 1 01    .  

Заметим, что число Рейнольдса 0Re  является функцией объемной концентрации 

включений 0  на входе в расчетную область. Причем с ростом 0  число Рейнольдса 

уменьшается. При выбранных значениях параметров число Стокса 2
2 1Stk 18pd w D   – 

малая величина. 

В результате проведенных расчетов обнаружено, что вблизи обтекаемого тела объем-

ная концентрация дисперсной фазы повышается, резко увеличиваясь в окрестности лобовой 

точки цилиндра, на участках схода потока смеси с поверхности цилиндра. В свою очередь, 

объемная концентрация воды в этой области в соответствии с зависимостью 1 2 1   , на-

оборот, уменьшается. В целом дисперсная фаза концентрируется в областях низкого давле-

ния, центрах вихревых структур.  

Локальный коэффициент конвективного теплообмена смеси 12  достигает максималь-

ного значения с наветренной стороны цилиндра (рис. 3), при этом минимальное значение 

12  наблюдается на участке поверхности тела, находящемся ниже по потоку, чем скачок 

концентрации дисперсной фазы. Вместе с тем, резкое повышение концентрации дисперсной 

фазы вблизи лобовой точки обтекаемого цилиндра ( l =0.0 м), точки отрыва потока ( l

= 0.195 м) приводит к уменьшению коэффициента теплообмена, что хорошо видно на рис.3.  

Обратимся далее к интегральным характеристикам рассматриваемых процессов. Вели-

чина DC , характеризующая средний коэффициент сопротивления цилиндра единичной 

длины, рассчитывается с помощью соотношения:   2
1 2 0 00.5DC F F w D  , где 1 2,F F  – 

средние по времени горизонтальные компоненты сил сопротивления, действующих на тело 

со стороны несущей и дисперсной фаз. 

С ростом объемной концентрации 0  среднее значение коэффициента сопротивления 

обтекаемого цилиндра DC  меняется мало, однако средняя по времени продольная компо-

нента силы сопротивления 1 2F F F   уменьшается от 53.20 10 н до 51.59 10 н при из-

менении 0  от 0.0 до 0.5. 
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Рис. 3. Коэффициент конвективного теплообмена на поверхности цилиндра 

В отличие от натурного эксперимента, численный расчет позволяет определить по от-

дельности средние коэффициенты сопротивления цилиндра 1 2,D DC C , обусловленные не-

сущей и дисперсной фазами, а также оценить средние коэффициенты сопротивления давле-

ния и трения 

 
2

00.5

pi
pi

F
C

w D
 ,  

2
00.5

fi
fi

F
C

w D
 ,  1,2i  , 

где piF , fiF  – осредненные по времени проекции на ось 10x  результирующих сил давле-

ния, трения, действующих на поверхность цилиндра со стороны i -й фазы. 

Из результатов проведенных расчетов следует, что с ростом объемной концентрации 

дисперсной фазы 0  средний коэффициент сопротивления цилиндра 1DC  уменьшается по 

закону, близкому к линейному, 

 
*

1 01.07D DC C   , 

где 
*

DC  – коэффициент сопротивления цилиндра при обтекании его однородной жид-

костью. Причем изменение 1DC  происходит, в основном, за счет коэффициента сопротивле-

ния давления 1pC . Коэффициент 1fC  уменьшается несущественно, на 1 ÷ 2 %. 

Что же касается 2DC , второй составляющей коэффициента сопротивления цилиндра 

DC , то при увеличении объемной концентрации 0  она, наоборот, возрастает. Вследствие 

чего, как говорилось выше, коэффициент сопротивления DC  при изменении 0  в рассмат-

риваемом диапазоне остается почти постоянным. 

Увеличение концентрации дисперсной фазы 0  ведет к тому, что теплообмен нагрето-

го цилиндра с пузырьковой жидкостью ухудшается, среднее число Нуссельта 

  12 12 0 1 0 2Nu 1D        (рис. 4) уменьшается по линейному закону 

 
*

12 0Nu Nu 1.5  , 

где 
*

Nu  – среднее число Нуссельта при обтекании цилиндра однородной жидкостью (
*

Nu

= 13.315). 
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Рис. 4. Зависимость среднего числа Нуссельта цилиндра от концентрации 
0  

4. Заключение 

В результате численного решения задач ламинарного неизотермического поперечного 

обтекания вращающегося, неподвижного кругового цилиндра дисперсной средой, содержа-

щей механические примеси, плотность материала которых больше или меньше плотности 

несущей среды, установлено следующее. В случае вращающегося цилиндра при плотности 

материала частиц приблизительно в 8 раз большей плотности дисперсионной фазы наличие 

механической примеси приводит к увеличению среднего коэффициента сопротивления ци-

линдра, уменьшению среднего коэффициента подъемной силы, оказывает значительное 

влияние на амплитуду коэффициента подъемной силы и теплообмен цилиндра со средой. 

Степень влияния примеси существенно зависит от относительной скорости вращения ци-

линдра. Анализ этой зависимости позволил выделить характерные интервалы изменения ее, 

определяемые тремя критическими значениями и промежуточной величиной, равной 3.0.  

При обтекании кругового цилиндра пузырьковой жидкостью с увеличением объемной 

концентрации дисперсной фазы на входе в расчетную область коэффициент гидродинами-

ческого сопротивления цилиндра, обусловленный несущей фазой, уменьшается, а дисперс-

ной – увеличивается. В результате, общий коэффициент сопротивления меняется слабо, то-

гда как средняя по времени горизонтальная составляющая силы сопротивления уменьша-

ется значительно. В силу того, что объемная концентрация дисперсной фазы резко увеличи-

вается в окрестности лобовой точки обтекаемого цилиндра, точки схода потока с его по-

верхности, теплообмен на этих участках ухудшается. При этом с ростом объемной 

концентрации дисперсной фазы на входе в расчетную область теплоотдача нагретого ци-

линдра также уменьшается, изменение среднего числа Нуссельта в зависимости от концен-

трации близко к линейному. 
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