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Abstract 

Various models of vibrational relaxations and their influence on flows behind shock waves in 

binary mixtures of nitrogen and oxygen are discussed. Modifications of the Landau – Teller 

model and expressions for VT relaxation times obtained from kinetic theory are studied, com-

parisons are made between experimental data on temperatures in flows behind shock waves 

and temperatures obtained using various vibrational relaxation models.  
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Vibrational temperatures behind a shock-wave in oxygen for Mach = 9.3 and 13.4, calculated using 

different models of vibrational relaxation, along with experimental data (Ibraguimova et al., 2013), 

as functions of distance from the shock front 
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Аннотация 

В работе рассматриваются различные модели скорости колебательной релаксации в 

смесях разреженных газов и их влияние на течения за ударными волнами в бинарных 

смесях азота и кислорода. Предложены обобщения модели Ландау  Теллера и выраже-

ний для времен релаксации, следующие из кинетической теории, проводится сравнение 

значений для параметров за ударными волнами, полученных с использованием различ-

ных моделей, с экспериментальными данными. 

Ключевые слова: многотемпературные течения, колебательная релаксация, ударные 

волны. 

1. Введение 

В работе изучается скорость колебательной релаксации в течениях бинарных смесей 

разреженных газов в условиях сильной колебательной неравновесности. Времена релаксации 

в таких течениях удовлетворяют соотношению [1]  

                          , (1) 

где     и      – времена релаксации поступательных и вращательных степеней свободы;     – 

характерное время VV-обменов колебательными квантами;     – характерное время VT-

переходов колебательной энергии в поступательную;        – характерное время реакций дис-

социации-рекомбинации;   – характерное время изменения макропараметров. 
При таком отношении времен процессов справедливо многотемпературное приближе-

ние, которое описывается квазистационарными распределениями молекул по колебательным 

уровням. При этом уравнения переноса в бинарной смеси дополняются уравнением измене-

ния удельного числа колебательных квантов, которое в случае рассмотрения молекул с гар-

моническим колебательным спектром может быть переписано как уравнение, описывающее 

процесс колебательной релаксации. 

2. Система уравнений для макропараметров 

В бинарной многотемпературной смеси газов в нулевом (невязком) приближении мето-

да Энскога – Чепмена система уравнений, описывающих стационарное течение за ударной 

волной, имеет следующий вид [1]: 

 
      

  
       , (2) 

 
      

  
         , (3) 

 
       

  
   , (4) 
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        , (5) 

     
          , (6) 

    
  
 

 
   

  

 
, (7) 

где   ,    – числовые плотности молекул и атомов, соответственно,   – скорость потока,   

– удельное число колебательных квантов,    – массовая плотность молекул,   – расстояние 

от фронта ударной волны,        – релаксационный член, описывающий изменение числа 

частиц за счет реакций диссоциации-рекомбинации,    – член, описывающий колебатель-

ную релаксацию,   – удельная энтальпия,   – плотность смеси,   – давление,   ,   ,   ,    – 
значения плотности, скорости, давления и энтальпии в набегающем потоке. Здесь и далее в 

работе индекс « » означает молекулярный сорт, а индекс « » – атомарный сорт. 
В случае, если колебательный спектр молекул считается гармоническим, уравнение (4) 

может быть переписано в следующем виде:  

 
           

  
      , (8) 

где       – удельная колебательная энергия;       – скорость колебательной релаксации 

                             (9) 

которая представляется как сумма двух членов, описывающих колебательную релаксацию 

вследствие VT-переходов колебательной энергии и реакций диссоциации-рекомбинации.  

3. Скорость колебательной релаксации 

При моделировании течений с гармоническим колебательным спектром для описания 

скорости колебательной релаксации за счет VT-переходов зачастую используется формула 

Ландау – Теллера [2] 

            
     
               

   
, (10) 

где      
  

 – равновесное значение колебательной энергии,    – колебательная температура, 

    – время VT-релаксации. Следует отметить, что в оригинальной работе [2] были рассмот-
рены условия слабого отклонения от равновесия, и колебательная температура не вводилась. 

Формула Ландау – Теллера, записанная в виде (11), не имеет достаточного теоретического 

обоснования, однако часто используется в вычислительной газодинамике. В работе [3] на ос-

нове методов кинетической теории был получены строгие формулы для скорости коле-

бательной релаксации, и с использованием ряда предположений выведен аналог выражения 

(11), дающий хорошее согласие с результатами расчетов по точным формулам кинетической 

теории в условиях сильного отклонения от колебательного равновесия [3]: 

          
 

  
                

  

   
         (11) 

где       – удельная теплоемкость колебательных степеней свободы;   – числовая плотность 

смеси;   
   – время VT-релаксации при столкновениях молекул с частицами сорта  . 

Время VT-релаксации в кинетической теории определяется формулой 

   
   

   

       
         

 
   
  , (12) 

где   – постоянная Больцмана;    – масса молекул;        
 
  
   

  
,    и     – значения коле-

бательной энергии молекулы до и после столкновения, соответственно, а оператор осред-

нения для произвольной функции     для столкновений молекул с молекулами и молекул с 

атомами определяется следующим образом:  
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    (14) 

        
  

   

  
 

   

 
 
 

  
 

 

 
        

          , 

где     
    

     
 – приведенная масса сталкивающихся частиц;    – статистический вес со-

стояния молекулы с вращательной энергией   ;      – статистическая сумма;     
   

   
  – 

безразмерная относительная скорость;   – относительная скорость;   и   – колебательные 

уровни сталкивающихся частиц;    – энергия первого колебательного уровня молекул;    – 
температура первого колебательного уровня (в случае рассмотрения молекул с гармониче-

ским колебательным спектром это колебательная температура   );         
        

 – сечение VT-

перехода, при котором молекула, находившаяся на вращательном уровне   и колебательном 

уровне   переходит на вращательный уровень    и колебательный уровень   , а ее партнер по 

столкновению – молекула, находившаяся на вращательном уровне   и колебательном уровне 

  и перешедшая после столкновения на вращательный уровень   ,       
    

 – сечение VT-

перехода, при котором молекула, находившаяся на вращательном уровне   и колебательном 

уровне   переходит на вращательный уровень    и колебательный уровень    при столкнове-

нии с атомом;     – дифференциал телесного угла, в который попадает вектор относитель-

ной скорости частиц после столкновения. 

Анализ определений (12)–(14) показывает, что время релаксации, рассчитанное с их 

помощью, включает в себя зависимость не только от температуры газа  , но и от колеба-

тельной температуры   . Расчет интегралов, входящих в формулы (13) и (14), представляет 

собой достаточно затратную с вычислительной точки зрения задачу. Однако времена релак-

сации могут быть вычислены заранее, а при моделировании конкретных течений можно ис-

пользовать аппроксимации полученных данных. 

На практике для расчетов времени релаксации часто используется формула Миллике-

на – Уайта [4]. Данная формула получена в результате обработки экспериментальных данных 

и не включает в себя зависимость от колебательной температуры   . В недавней работе [5, 6] 
приведены соотношения для времен VT-релаксации в кислороде, полученные из экспери-

мента, а также аппроксимации, основанные на теоретических расчетах. 

На рис. 1 и 2 приведены времена релаксации в кислороде, рассчитанные по формуле 

(12) (сечения процессов VT-переходов рассчитывались по модели нагруженного ангармони-

ческого осциллятора, FHO [7]), по модели Милликена – Уайта (а также модели Милликена–

Уайта с поправкой Парка [8]), а также по теоретическим и экспериментальным формулам, 

данным в работе [5]. 

На рис. 1 также представлено время релаксации, полученное в результате решения 

уравнения колебательной релаксации с использованием коэффициентов VT-переходов, рас-

считанных методами молекулярной динамики с использованием высокоточного потенциала 

взаимодействия [9]. 

Из рис. 1 и 2 видно, что в кислороде формула Милликена – Уайта дает хорошее согласие 

с экспериментальными данными и расчетами по модели FHO при низких температурах, од-

нако при росте температуры газа она не описывает немонотонное поведение времен релакса-

ции и дает существенно заниженные результаты. Теоретическое выражение для времен ре-
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лаксации при столкновениях молекул кислорода с атомами кислорода, приведенное в [5] и 

представленное на рис. 1, также дает заниженные значения во всем диапазоне температур, 

что отмечалось и в работе [5]. С ростом температуры ангармоничность колебательного спек-

тра также приводит к увеличению времени релаксации. Стоит отметить, что аппроксимации 

траекторных расчетов, приведенные в [9], дают существенно другую картину поведения вре-

мени релаксации с ростом температуры (см. рис. 1), однако характер изменения времен ре-

лаксации при высоких температурах, получаемый по данным аппроксимациям, находится в 

согласии с экспериментальными данными и расчетами по модели FHO. 

 

Рис. 1. Времена VT-релаксации для столкновений молекул 

кислорода с атомами кислорода как функция температуры 

 

Рис. 2. Времена VT-релаксации для столкновений молекул 

кислорода как функция температуры 
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Сравнение времен релаксации в азоте, рассчитанных по формуле (12) с использованием 

модели FHO и рассчитанных по формуле Милликена – Уайта (как без учета, так и с учетом 

поправки Парка) приведено на рис. 3. 

 

Рис. 3. Времена VT-релаксации для столкновений молекул 

азота с атомами азота как функция температуры 

Видно что формула Милликена – Уайта дает заниженные значения времен релаксации 

при высоких температурах и не описывает их немонотонное поведение, однако при низких 

температурах согласие с моделью FHO хуже, чем в кислороде. Как и в кислороде, учет ан-

гармоничности приводит к большим значениям времен релаксации при высоких температу-

рах. 

4. Расчет течений за ударной волной 

Для проверки различных моделей колебательной релаксации был проведен расчет тече-

ний за ударной волной в бинарных смесях азота и кислорода. Учитывались одноквантовые 

VT-переходы             
                   

     и реакции диссоциации-

рекомбинации            и           ; здесь   – партнер по столкно-
вению. Релаксационные члены, описывающие изменение числа частиц за счет химических 

реакций, определяются через коэффициенты скоростей реакций и имеют следующий вид 

[1]:  

               
       

           
  , (15) 

где       
 ,        

  – многотемпературные коэффициенты скорости рекомбинации и диссо-

циации. Для расчета        
  использовалась модель Тринора – Маррона [10], которая дает 

следующее выражение для коэффициентов скорости диссоциации 

                
           

  
, (16) 

где            – фактор неравновесности для коэффициентов скорости диссоциации, зави-

сящий от температуры  , температуры первого колебательного уровня    и параметра модели 

Тринора – Маррона  ;        
  

 – равновесный коэффициент, вычисленный по формуле Арре-

ниуса. Параметры в формуле Аррениуса взяты из недавней работы [11]; параметр   выбирал-

ся равным 
 

  
, где   – энергия диссоциации молекулы. 
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Для вычисления скорости колебательной релаксации вследствие VT-переходов по мо-

дели FHO использовалось следующее выражение:  

                       
       

           
  , (17) 

где       
  – коэффициенты скорости VT перехода при столкновении молекулы с частицей 

сорта  , в результате которого молекула переходит с колебательного уровня   на колеба-

тельный уровень   ,     – заселенность -го колебательного уровня. 
Скорость изменения колебательной энергии за счет реакций диссоциации-рекомби-

нации определяется следующим образом: 

                       
        

             
  , (18) 

где         
  и        

  – поуровневые коэффициенты скорости диссоциации и рекомбинации, 

которые рассчитывались по модели Тринора – Маррона. 

Условия в набегающем потоке в случае кислорода были взяты такими же, как в работе 

[5], что позволило провести сравнение с экспериментальными данными по значениям темпе-

ратуры и колебательной температуры за фронтом ударной волны. Рассматривается равновес-

ный набегающий поток с температурой          K, 
  
   

    
   и двумя наборами значений 

давления        и     Torr и чисел Маха             . Предполагалось, что внутри фрон-

та ударной волны устанавливается равновесие по поступательным и вращательным степеням 

свободы, вследствие VV обменов устанавливаются квазистационарные распределения моле-

кул по колебательной энергии, при этом химический состав смеси остается неизменным. С 

учетом этих условий для нахождения параметров непосредственно за ударным фронтом ре-

шалась система уравнений сохранения массы, импульса, энергии и общего числа колеба-

тельных квантов молекул. 

Результаты расчетов в кислороде представлены на рис. 4. В качестве моделей колеба-

тельной релаксации использовались модель нагруженного гармонического осциллятора 

(FHO) и модификация модели Ландау – Теллера (11) с временами релаксации, посчитанными 

по формуле (12) (τKT) и по теоретическим соотношениям, приведенным в [5] (τ [5]). Видно, 

что расчеты по модификации модели Ландау – Теллера (11) с временами релаксации, посчи-

танными по формуле (12) (τKT), дают результат, близкий к расчетам по модели FHO.  

 

Рис. 4. Значения колебательной температуры за фронтом ударной волны в кисло-

роде при   = 9.3 и   = 13.4. FHO – расчеты с использованием модели FHO [7]; mLT 

– модифицировання формула Ландау – Теллера (11);     – время релаксации, рас-

считанное по формуле (12);   [5] – время релаксации, полученное в [5] из теорети-

ческих соображений; Experiment – экспериментальные данные [5]. 
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При числе Маха, равном 9.3, эти модели дают значения колебательной температуры, 

близкие к экспериментальным данным, при числе же Маха равным 13.4 они недооценивают 

максимальное значение колебательной температуры, однако дают близкое к эксперименталь-

ным данным положение ее пика. 

Использование в модифицированной модели Ландау – Теллера времен релаксации, рас-

считанных по аппроксимационным соотношениям из [5], приводит к существенно более бы-

строй релаксации колебательной температуры (вследствие меньших значений времен релак-

саций, см. рис. 1 и 2), однако дает более близкие значения максимумов колебательной 

температуры. 

Расчеты в азоте были проведены при аналогичных кислороду начальных условиях. Для 

расчета, помимо модели нагруженного гармонического осциллятора (FHO), использовались 

обычная и модифицированная формулы Ландау – Теллера с временами релаксации, рассчи-

танными по формулам Милликена – Уайта (MW) и по формуле (13). Результаты расчетов 

приведены на рис. 5 и рис. 6. Из представленных результатов видно, что наилучшее согласие 

с моделью FHO дает модифицированная формула Ландау – Теллера, использующая времена 

релаксации, рассчитанные по формулам кинетической теории. 

 

Рис. 5. Значения температуры и колебательной температуры за фронтом ударной волны 

в азоте при   = 9.3. FHO – расчеты с использованием модели FHO [7]; LT – формула 

Ландау – Теллера (10); mLT – модифицировання формула Ландау – Теллера (11);     – 

время релаксации, рассчитанное по формуле (12); MW – время релаксации, рассчитан-

ное по формуле Милликена – Уайта [4] 

 

Рис. 6. Значения температуры и колебательной температуры за фронтом ударной волны 

в азоте при   = 13.4. FHO – расчеты с использованием модели FHO [7]; LT – формула 

Ландау – Теллера (10); mLT – модифицировання формула Ландау – Теллера (11);     – 

время релаксации, рассчитанное по формуле (12); MW – время релаксации, рассчитан-

ное по формуле Милликена – Уайта [4] 
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В условиях      формула Ландау – Теллера недооценивает скорость колебательной 
релаксации [3, 12], что приводит к более медленному росту колебательной температуры. Ис-

пользование формулы Милликена – Уайта, дающей заниженное время колебательной релак-

сации, наоборот, приводит к более быстрому выходу на равновесие. При увеличении числа 

Маха, и как следствие, увеличении степени колебательной неравновесности, различие между 

представленными моделями становится еще более заметным, при этом модификация форму-

лы Ландау – Теллера с расчетом времен релаксации по формуле (13) продолжает давать близ-

кие к модели FHO результаты. 

5. Заключение 

В работе рассмотрены различные модели колебательной релаксации в многотемпера-

турных течениях разреженных газов. Проведено сравнение времен колебательной релакса-

ции, полученных по различным моделям, и показано, что широко используемая формула 

Милликена – Уайта дает заниженные значения времен релаксации при высоких температурах 

и не описывает их немонотонного поведения, которое зафиксировано и экспериментально. 

Проведенные для течений за ударными волнами расчеты показывают, что предлагаемая 

модификация модели Ландау – Теллера (с расчетом времен релаксации по строгому теорети-

ческому определению) дает результаты, близкие к результатам расчетов по точным форму-

лам кинетической теории. Сравнение с экспериментальными данными также показывает, что 

в условиях умеренной колебательной неравновесности модификация модели Ландау – Телле-

ра дает хорошее согласие с экспериментом, но при росте степени колебательной неравновес-

ности (больших числах Маха) недооценивает максимальное значение колебательной темпе-

ратуры, однако продолжает давать положение ее пика (по отношению к фронту ударной 

волны), близкое к результатам эксперимента. 

Использование обычной формулы Ландау – Теллера или времен релаксации, рассчитан-

ных по формуле Милликена – Уайта, дает заметно отличные от расчетов по точным форму-

лам кинетической теории результаты, при этом с ростом степени колебательной неравно-

весности это различие увеличивается. 
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