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Abstract 

Improved (considered not axially symmetric approach of RF discharge, take into account cor-

responding Fourier components of the current density of the antenna) for approximation, a 

mathematical model of the RF power helicon type. Developed and interfaced (with the RF 

source), approximate mathematical model of the coaxial magneto-plasma accelerator (with the 

preionization of the working substance helicon discharge), which allows you to estimate the 

transformation of one form of energy into another, as well as to evaluate the level of contribu-

tion of different types of energy, the increase in mass of the accelerated plasmoid on the pro-

cess of changing speed.  

  

 
Comparison of experimental (1) and settlement (2)  

the dependence of effective plasma эффR  resistance of 

the external magnetic field 0B .Phel = 100 W,  

p = 0.67 Pa; R = 0. 075 m; L = 0.2 m 

 

Keywords: RF discharge of low pressure, helicon discharge, coaxial magneto-plasma accelera-

tor, a mathematical model, ionization, non-uniform electric and magnetic fields 
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Аннотация 

Усовершенствована приближенная математическая модель ВЧисточника геликонного 

типа (рассматривается неаксиально-симметричное приближение ВЧразряда, учтены 

соответствующие фурье компоненты плотности тока антенны). Разработана и сопряже-

на (с ВЧисточником) приближенная математическая модель коаксиального магнито-

плазменного ускорителя (с предионизацией рабочего вещества геликонным разрядом), 

которая позволяет выполнить оценку трансформации одного вида энергии в другой, а 

также оценить уровень вклада различных видов энергии, увеличение массы ускоряемого 

плазменного сгустка на процесс изменения скорости.  

Ключевые слова: ВЧразряд низкого давления, геликонный разряд, коаксиальный маг-

нитоплазменный ускоритель, математическая модель, ионизация, неоднородные элек-

трические и магнитные поля 

1. Введение 

Геликонный разряд – это высокоэффективный источник относительно плотной плаз-

мы (~ 10
13

 см
3
), представляющий собой разновидность ВЧ индукционного разряда, поме-

щенного в слабое (50  600 Гс) внешнее магнитное поле (кроме этого в техническую систе-

му ВЧ-источника входит ионно-оптическая система). В этом случае для создания 

высокоэффективного источника ионов частота внешнего генератора мощности   и геомет-

рические размеры  ,R L  газоразрядной камеры подбираются так, чтобы можно было воз-

будить в ВЧплазме разряда систему собственных объемных колебаний геликонного (маг-

нитостатического  в виде быстрой поперечной волны) и ленгмюровского 

(электростатического   в виде медленной продольной волны) типа. При этом частота  , на 

которой работает внешний генератор мощности, лежит между электронной H  и ионной 

H  ларморовскими частотами H H    . 

mailto:vik.kuzenov@gmail.com
mailto:svryzhkov@bmstu.ru


В.В. Кузенов, С.В. Рыжков  Сопряжение математических моделей неаксиально-симметричного ВЧ-разряда...  

  3 

Основными элементами (представленными в данной работе) приближенной матема-

тической модели ВЧисточника плазмы и коаксиального магнитоплазменного ускорителя 

(КМПУ) являются: 

 математическая модель, учитывающая потери ВЧ мощности во внешней цепи ис-
точников плазмы (эти потери, при некоторых условиях, могут быть значительными) и опи-

сывающая механизмы поглощения ВЧ мощности плазмой, а также физические процессы, 

сопровождающие взаимодействие электромагнитная волнаплазма; 

 математическая модель, позволяющая находить математические связи между мощ-

ностью hellP , вкладываемой в плазму геликонного разряда, и теплофизическими параметра-

ми плазмы; 

 математическая модель, которая дает возможность выполнить расчет основных 
электрофизических характеристик коаксиального импульсного магнитоплазменного уско-

рителя с емкостным источником питания и системой предионизации рабочего газа на осно-

ве геликонного разряда. 

2. Математическая модель возбуждения собственных волн в плазме 

ВЧисточника ионов при наличие в газоразрядной камере внешнего 

магнитного поля 

В данном разделе рассматривается математическая модель (в неаксиально-

симметричном приближении: 0






, z zj j i j i   ), которая описывает процессы, свя-

занные с поглощением и возбуждением объемных собственных волн в плазме 

ВЧисточника ионов, помещенной в слабое внешнее магнитное поле. 

При математическом описании физических процессов в ВЧисточнике ионов примем, 
что сплошная среда, находящаяся в газоразрядной камере является низкотемпературной 

плазмой, в которой внешнее однородное магнитное поле 0 0
B

t





 направлено по оси z ци-

линдрической системы координат (т.е. 0 zB e ). В этом случае тензор диэлектрической про-

ницаемости плазмы   может быть записан в виде (1): 
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.             (1) 

Компоненты тензора   в случае двухкомпонентной плазмы, состоящей из распреде-

ленных по максвеллу электронов и ионов одного сорта [13] при учёте электрон-

нейтральных, ионнейтральных и электронионных столкновений в плазме и пренебреже-

нии электронэлектронными соударениями, задаются формулами (2): 
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где   – частота высокочастотного электромагнитного поля, возникающего  в плазме гели-

конного разряда от антенн различных конфигураций, 
24

,i
Li

i

n e
M

   
24 e

Le
e

n e
m

   – 

ленгмюровские частоты ионов и электронов с концентрациями in  и en  соответственно, 

e eeB m c  , i ieB M c    –  ларморовские частоты вращения электронов и ионов во 

внешнем магнитном поле 0B , e
Te

e

kT
V

m
 , i

Ti
i

kT
V

M
  – тепловые скорости электро-

нов и ионов, e en eiv v v   – частота столкновений электронов, 0en Te ionv n V   – частота 

столкновений (с ионизацией) электронов с нейтральными частицами, 
0n   – концентрация 

нейтральных частиц в плазме геликонного разряда, ion  – дифференциальное сечение иони-

зации электронами нейтралов, ln ei  – кулоновский логарифм учитывающий взаимодейст-

вие электронов и ионов, ,ei kv  – средняя частота электрон–ионных столкновений (с ионом 

сорта k) с передачей импульса. 

В тензоре (2) диэлектрической проницаемости плазмы   учтено столкновительное, 

бесстолкновительное поглощение электромагнитных волн в плазме.  

Материальные уравнения плазмы записываются следующим образом (3): 

B H ,              (3) 

r rD E igE   , 
rD E igE   , 

z zD E  . 

С целью получения приближенного решения предположим, что все коэффициенты 

близки к коэффициентам, рассчитанным по термодинамическим параметрам плазмы, полу-

ченным путем усреднения по объему газоразрядной камеры геликонного разряда.  

В связи с тем, что антенна представляет собой проводник (медная трубка), который 

навивается на боковую поверхность цилиндрической разрядной колбы (газоразрядной ка-

меры), то её пространственную форму можно представить отрезком спирали и описать 

уравнениями винтовой линии (4): 

   (z) cos 2gelx R a z h   ,    y (z) sin 2gel R a z h   , gelz z ,      (4) 

где ,R a  – радиусы камеры и антенны, которая навита в виде спирали на газоразрядную ка-

меру, h L n  – шаг антенны. При этом длина одного витка вдоль винтовой линии равна 
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 Отсюда следует, что возможно решение задачи представить в виде конечного ряда 

Фурье и ограничиться единственной модой: 

      , , , exp zE r z t E r i t i ik z      ,       , , , exp zB r z t B r i t i ik z      ,  

где  – азимутальный индекс  0, 1, 2,...   , zk n L  ( 1,2,3,...n  ) – продольная ком-

понента волнового вектора. Тогда уравнения Максвелла в цилиндрических координатах с 

учётом материальных уравнений (3) можно записать следующим образом: 
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r c
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Данную систему уравнений (предположив постоянными её коэффициенты по объему 

разряда) можно свести к двум зацепляющимся уравнениям относительно компонент 
zE , 

zB  

электромагнитного поля [4]: 
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.  

Далее по тексту будет приведен полуаналитический способ нахождения решения осе-

вых ,z zE B , радиальных rE , rB  и азимутальных E , B  компонент напряженности элек-

тромагнитного поля внутри разрядной камеры.  

Частное решение данной дифференциальной задачи можно искать в виде: 

 zE E J kr  ,  zB B J kr  . 

Подставив это частное решение в систему зацепляющихся уравнений относительно 

компонент zE , zB  получим систему двух линейных алгебраических уравнений относитель-

но величин E , B : 
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. 

Эта система линейных алгебраических уравнений однородна и имеет нетривиальное 

решение только при условии, когда определитель   равен нулю: 
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Условие 0   представляет собой биквадратное уравнение, которое позволяет найти 

два значения параметра 2k  (и тем самым два частных решения:  1 1 E J k r  и  2 2 E J k r  и 

т.д.): 
2

2

1,2

4

2

k k k k

k
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k

a

 
 , 

где 
2

1k

v
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D D
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c
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2 2
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D
c

c






.  

Общее решение записывается, как линейная комбинация  частных решений: 

   1 1 2 2zE E J k r E J k r  ,     1 1 2 2zB B J k r B J k r  . 

Для нахождения коэффициентов 1 2,E E  и 1 2,B B  следует решить систему уравнений 

Максвелла не только в области r R , но и вне области цилиндрической разрядной колбы 

геликонного разряда, т.е. в области r R , а затем найденные решения "сшить" с помощью 

условий сопряжения при r R : 
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Здесь учтено условие замкнутости линий тока 0j   (для 2D случая это соотноше-

ние эквивалентно  

1
z

z

j j
k R

  ). 

Уравнения Максвелла вне плазмы  1,  0g      расщепляются на два независи-

мых уравнения вида: 
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Очевидно, что, так как решение задачи должно на бесконечности обращаться в ноль, 

то в области r R   1, 0g      решением задачи будет выражаться через функции 

Макдональда порядка : 

 0zE E K pr ,  0zB B K pr , 
2

2

2zp k
c

 


 . 

При этом функции Макдональда  K kr  являются вещественными функциями веще-

ственного аргумента pr  (т.к. zp k ). 

Коэффициенты 1B , 2B  можно выразить через коэффициенты 1E , 2E   с помощью сле-

дующего соотношения: 

1 1 1B E , 2 2 2B E ;   2 2
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  . 

Радиальные rE , rB  и азимутальные E , B  компоненты напряженности электромаг-

нитного поля внутри разрядной колбы выражаются через величины zE , zB  с помощью сле-

дующих выражений: 

для области r R : 
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для области r R   1, 0g     : 
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Подстановка полученных для областей r R  и r R  решений в условия сопряжения 

(при r R ) приводит к системе (разрешаемой например, с помощью комплексного вариан-

та метода Гаусса) комплексных линейных алгебраических уравнений  относительно неиз-

вестных 
0E , 

0B , 
1E , 

2E . 
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При этом в области r R  коэффициенты 1F , 2F  задаются с помощью следующих со-

отношений:  
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  , 

 
 

 1 1

2 1 1 1z

z

J k r J k rg c
F ik J k r E

c k r r r
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 2 2

2 2 2z

z

J k r J k rg c
ik J k r E

c k r r r

  
   

  





. 

А в области r R   1, 0g      коэффициенты 
1F  , 

2F   находятся с помощью вы-

ражений:  

 
 1 0 02

1

z

K pr
F E i B K pr

c k r r




 



,  

 
2 0 0z

K prc
F E ik K pr B

r r




  


. 

Данную систему комплексных линейных алгебраических уравнений при её численном 

решении удобно представить в матричной форме BY F : 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

B B B B

B B B B
B

B B B B

B B B B

 
 
 
 
  
 

,  0 0 1 2, , ,Y E B E E


 ,    
4 4

, ,0, , ,0z r Rr R
F j z t j z t

c c


 




 
   
 

, 

11 0B  ;   12B K pR ;   13 1 1B J k R  ;   14 2 2B J k R  ; 

 21B K pR , 
22 0B  ;   23 1B J k R  ;   24 2B J k R  ; 

1 2

1 12 1
31

11 11 22

C a C
B

a a a

 

 
  ;  

1 2

2 12 2
32

11 11 22

C a C
B

a a a

 

 
  ;  

1

1
33

11

C
B

a



  , 
1

2
34

11

C
B

a



  ; 

2

1
41

22

C
B

a




 , 

2

2
42

22

C
B

a




 ;  

 

1 2

1 21 1 11
43

12 21 22 11

C a C a
B

a a a a


 


;  

 

1 2

2 21 2 11
44

12 21 22 11

C a C a
B

a a a a


 


; 

 
 11

1 1 12

z

J k R
C i J k R

c k r R




 



 ;  

 
 21

2 2 22

z

J k R
C i J k R

c k r R




 



 ; 

 
 

 1 12

1 1 1z

z

J k R J k Rg c
C ik J k R

c k r R r

 
  

 





; 

 
 

 2 22

2 2 2z

z

J k R J k Rg c
C ik J k R

c k r R r

 
  

 





; 

 1

1 2

1

z

K pR
C i

c k r








;   1

2C K pR
R

   ;   2

1 z

c
C ik K pR

R

  


;  
 2

2

K pR
C

r







. 

Определив из этой системы комплексных линейных алгебраических уравнений коэф-

фициенты 0E , 0B , 1E , 2E  можно рассчитать распределение напряженностей электромаг-

нитного поля внутри разрядной колбы (газоразрядной камеры) геликонного источника ио-

нов и мощность helW , выделяемую в плазме. 

Для расчета мощности helW , которая выделяется в плазме геликонного разряда, следу-

ет воспользоваться следующей формулой (5): 

    22 2Im Im Im

0

d
4

R

hel r z r r

L
W r E E E ig E E E E r  


   
          (5) 
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3. Приближенная численная модель расчета теплофизических, 

электротехнических параметров плазмы в газоразрядной камере 

ВЧразряда 

При построении модели расчета параметров плазмы в газоразрядной камере ВЧ-

разряда сформулируем следующие упрощающие предположения [510]: 

 функция распределения электронов по энергиям является максвелловской, плазма 

считается квазинейтральной  i i eZ n n  ; 

 скорость движения нейтральных частиц aV  равна их наиболее вероятной скорости 

2a a aV kT M  при температуре 
aT , ионы считаются не замагниченными; 

 скорость движения ионов в направлении, ортогональном оси симметрии системы 

iV  , совпадает с наиболее вероятной скоростью их движения в том же направлении; 

 скорость истечения электронов через выходное торцевое отверстие геликонного 

источника ионов eV  равна  скорости истечения ионов 2e i i iV V kT M  ;  

 принимается, что температура ионов iT  и нейтральных частиц aT  не имеют равных 

значений i aT T ; 

 плазма геликонного разряда считается оптически прозрачной. 

Для нахождения связи (  2
. 0hel эл ц Ant helP I R B W  ;  2

. эфф 2hel эл цW I R , где  0B  – доля 

энергии, поглощаемая плазмой разряда; 0B  – напряженность внешнего магнитного поля) 

между мощностью Whel, вкладываемой в плазму геликонного разряда, мощностью Phel, под-

веденной к антенне, и параметрами плазмы, будем использовать приближенную “квазиод-

номерную” модель ВЧисточника ионов [510].  

Очевидно, что ВЧ разряд геликонного типа нельзя рассматривать, не учитывая влия-

ние внешней цепи, а именно потерь мощности в системе согласования, индукторе, потерь 

на возбуждение индукционных токов в установочных фланцах, кожухе двигателя и т.д. (со-

противление внешней цепи и плазмы можно охарактеризовать ее эквивалентным сопротив-

лением). 

Математическая модель, которая описывает потери подведенной к плазме разряда 

энергии во внешней электрической цепи приведена в работах [510].  
Для возбуждения и поддержания ВЧ-разряда, как уже отмечалось выше, используются 

индукторы или различного рода антенны, некоторые их схематичные изображения показа-

ны на рис. 1. Эти антенны крепятся с внешней или внутренней стороной стенки колбы ис-

точников плазмы, на его боковой или торцевой поверхности. Напомним, что здесь  – ази-

мутальный индекс. 

 
Рис. 1. Схемы различных типов антенн  ВЧ-разряда 
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При работе ВЧисточника ионов могут быть использованы спиральные антенны, зиг-

загообразные антенны, антенны Nagоуа и антенны, позволяющие возбуждать разряд емко-

стным способом. Антенны, как правило, выполняются из медной трубки и в большинстве 

экспериментов охлаждаются потоком воды. 

Для расчета мощности электромагнитной энергии helW  (вводимой в ВЧ разряд), и нахожде-

ния осевых ,z zE B , радиальных rE , rB  и азимутальных E , B  компонент напряженности 

электромагнитного поля внутри разрядной камеры необходимо определить значения фурье 

компонент плотности тока j  в антенне. 

Найдем фурье компоненты плотности тока  , ,j t z   для антенны типа Helical. Эта 

антенна (рис. 2) состоит из двух кольцевых сегментов (радиусом R ) и двух криволинейных 

перемычек (длиной L  вдоль оси z). Фурье компоненты плотности тока j  получены в рабо-

те [11]: 

     0, , a a

i
j t z I z z z z L


        


   


 

       
1 e 1

e
2

a

i
i z z La aH z z H z z L

r R
L

    
   

   





 , 

     
 

 
1

0

e 1 e
, ,

2

ai z z L i

z a aj t z I H z z H z L z r R
R

     
     

 

 


, 

где  H  – функция Хевисайда,    – дельта функция Дирака. 

 
Рис. 2. Полувинтовая антенна ВЧразряда типа Helical 

4. Приближенная математическая модель коаксиального импульсного 

плазменного двигателя 

Целью данного параграфа является построение замкнутой приближенной математиче-

ской модели, которая позволит выполнить расчет основных электрофизических характери-

стик коаксиального импульсного магнитоплазменного ускорителя с емкостным источником 

питания и системой предионизации рабочего газа на основе геликонного разряда. Основ-

ными преимуществами данного типа двигателя можно считать относительно высокий  (по 

сравнению с другими электрореактивными двигателями (ЭРД)) ресурс работы, возмож-

ность использования различных рабочих тел. Рассматриваемые ЭРД могут применяться в 

качестве двигателей коррекции и ориентации геостационарного или низкоорбитального (с 

массой менее 100 кг) космического аппарата, а также маршевых двигателей [13-16]. 

Схематичное изображение коаксиального магнитоплазменного ускорителя (КМПУ) с 

указанием всех необходимых обозначений показано на рис. 3 [17]. Из данного рисунка сле-

дует, что ускорительный канал КМПУ построен по принципу «труба в трубе», т.е. пред-
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ставляет собой пространственную область между двумя трубами различного диаметра (ци-

линдрическим и центральным электродами), которые расположены одна внутри другой.  

Цилиндрический электрод (рис. 3), имеет вид трубы постоянного сечения и обладает 

большим диаметром  22R , чем центральный электрод (расположенный на оси симметрии 

КМПУ), который также является трубой, но меньшего диаметра  12R . Кроме того, в кон-

струкцию ускорителя входит соленоид (индуктор), состоящий из системы витков (с диа-

метром 2 iR ) с круговым поперечным сечением.  

Кратко опишем принцип работы КМПУ. После подачи напряжения 0U  от емкостного 

источника питания (рис. 3) на центральный и цилиндрический электроды КМПУ происхо-

дит их электрическое замыкание с помощью проводящего плазменного сгустка, геометри-

чески представляющего собой плазменный "диск". Этот плазменный "диск" создаётся пу-

тем пробоя газа (после подачи напряжения 0U ) и взаимодействия импульсного тока 
 индуктора с кольцевым вихревым током в плазменном образовании, что, в свою очередь, 

приводит к возникновению электромагнитной силы, действующей на плазменный сгусток и 

обеспечивающей его первоначальное ускорение и втекание в ускорительный канал КМПУ. 

Далее (по времени) плазменный сгусток электромагнитным способом сжимается и доуско-

ряется (в направлении оси симметрии). При этом электродинамическое ускорение плазмен-

ного сгустка в канале КМПУ основано на взаимодействии, описываемом законом Ампера, 

магнитного поля электрического контура с токонесущим плазменным сгустком. 

 

 
Рис. 3. Модельная конфигурация КМПУ, система “индукторускоряемая 

плазменная струя”:  а) модель проводящей части плазменного ускорителя, 

б) сечение плазменного ускорителя, в) электротехническая схема замещения 

КМПУ 

В общем случае математическое описание системы КМПУускоряемый плазменный 

сгусток возможно на основе решения уравнения электрического контура, трехмерных не-

стационарных уравнений магнитной гидродинамики и уравнений Максвелла с учетом соот-

ветствующих термодинамических уравнений состояний. Решение такой задачи связано с 

большими математическими и вычислительными трудностями, требует большого времени 

разработки программы и больших вычислительных ресурсов. Поэтому исследование про-

цессов, происходящих в КМПУ, целесообразно свести к расчету переходных процессов в 

электротехнической схеме замещения. 

Основное допущение, положенное в основу построения схемы замещения, заключает-

ся в том, что проводимость материала ускоряемого плазменного сгустка полагалась беско-

нечной     . Такое приближение будет оправдано в том случае, если глубина диффузи-
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онного проникновения магнитного поля в плазму материала ускоряемого сгустка  g t  бу-

дет меньше, чем толщина области занятой плазмой   на стадии её эффективного  
ускорения, а уровень джоулевых потерь энергии в ускоряемой плазме будет значительно 

меньше, чем её кинетическая энергия. Величина омических потерь энергии в ускоряемой 

плазме, как правило, не велики и в самых “энергонапряженных” режимах их доля не пре-

вышает 35% от начальной энергии емкостного источника питания. 

Вторым допущением модели КМПУ является то, что при расчете магнитного поля ис-

пользуется приближенность задания геометрии индуктора, которая представляется в виде 

системы концентрически расположенных N  колец, по каждому из которых протекает оди-

наковый ток  J t , сосредоточенный в геометрическом центре поперечного сечения витка 

(пренебрегаем пространственным распределением плотности тока в поперечном сечении 

витка).  

Расчет электромагнитной силы F , действующей на ускоряемую плазму, осуществля-

ется на основе общего выражения, приведенного в работе [18] c использованием сил токов 

jJ , iJ , протекающих в произвольных контурах системы “КМПУ–ускоряемая плазма”: 

,

1

2

ij
q i j

i j

L
F J J

q





 ,             (6) 

где jJ , iJ  – токи, протекающие в j –ом и i –ом контурах, 
ijL  – коэффициент взаимной ин-

дукции j –ого и i –ого контуров, q  – обобщенная координата. 
В рамках сделанных допущений выражение (6) может быть записано в виде: 

2 21 1

2 2

ij
q

ij

L L
F J J

z z

 
 

 
 ,          (7) 

где J  – ток в круговом витке индуктора, или, что тоже самое ток в электрическом контуре 

системы ускорения, L  – cуммарная индуктивность всей системы электромагнитного уско-

рения КМПУ. 
Теоретические [18] и экспериментальные [19] исследования позволяют говорить о 

том, что существенное влияние на процесс ускорения плазменного сгустка, оказывают теп-

лофизические параметры газов, которые заполняют канал импульсного плазменного уско-

рителя. Так, например [19], максимальная скорость движения плазменного поршня имеет 

некий предел, который обусловлен сопротивлением окружающей среды и уменьшением 

ускорения плазмы при вовлечении в движение части материалов, испаренных с электродов 

технической системы. Далее будем считать [19], что масса ускоряемой плазмы изменяется 

за счет абляции электродов под действием её собственного широкополосного излучения и 

процессов вовлечения в движение плазмы, первоначально заполняющей ускорительный ка-

нал КМПУ, торможение плазменного сгустка осуществляется за счет давления сжатого в 

головной ударной волне окружающего газа.  Для J  300 кА величина коэффициента  сла-

бо зависит от величины тока J и находится в диапазоне значений   122 5 10     кг/(А
2
с) 

[20]. 

Исходная система уравнений, соответствующая модельной конфигурации системы 

“КМПУускоряемый плазменный сгусток” и описывающая динамику электромагнитного 
ускорения (с идеально проводящими свойствами) с использованием емкостного накопителя 

энергии 0C  имеет вид: 

   уравнение электротехнического контура (8): 

d d

d d

J L
L R V J U

t z

 
    

 
,            (8) 
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0

d

d

U J

t C
  .    

  уравнение движения ускоряемого плазменного сгустка (9): 
2

2

d d d

d d 2 d

V M J L
M V f p F

t t z

 
    

 
;  

d

d

z
V

t
 ,        (9) 

 2
2 2

d

d
a cp звi

M
J F M n n V R V

t
   

     ;  2 2
2 1( )F R R   ,  

2

cp

зв

P
V 




;  

2

cp

M

F



;  
2 d

2 d
mag

J L
P F

z

 
  

 
;  

2

2

mag
cp

P P
P


 , 

где 
0C  – емкость конденсаторного источника питания системы “КМПУускоряемый плаз-

менный сгусток”; U  – напряжение на емкостном накопителе в момент времени t , 

0 1 2 3ВЗL L L L L L      – суммарная индуктивность эквивалентного электротехнического 

контура, включающая постоянные составляющие 0L  (индуктивность емкостного накопите-

ля и подводящих шин), 1L  (суммарная индуктивность витков с током, входящих в индук-

тор), 2L  (суммарная взаимная индуктивность всех iых и jых контуров, составляющих ин-

дуктор), переменные во времени составляющие  ВЗL t  (индуктивность системы “индуктор-

ускоряемое тело”) и  3L t  (индуктивность КМПУ), которые находятся с помощью выраже-

ний (9  11), 0 инд ускR R R R    – суммарное активное сопротивление, подводящих шин 

(R0), индуктора (Rинд) и ускорительного канала (Rуск), определяемые соотношениями (13) 

и (14), d dz t V , M(t) – скорость и масса ускоряемого плазменного сгустка. 

Из соотношения для сильной ( 2 1p p ) ударной волны следует выражения: 

2
2 1

1 2

1

1
p V

 



;  2 1

1

1


 







, 

где 2 1,   – плотности окружающего газа за и перед фронтом головной ударной вол-

ны. 

С помощью формулы (10) рассчитаем индуктивность  3L t  коаксиальной системы 

КМПУ и её погонную индуктивность  (индуктивность единицы длины КМПУ): 

 3L t z ;   0
2 1ln

2
R R




 ,            (10) 

где R2, R1 – радиусы центрального и наружного электродов соответственно; z   – продоль-

ная координата КМПУ, вдоль которой распространяется ускоряемый плазменный сгусток. 

Величина 1L , входящие в выражения для суммарной индуктивности (10) определена 

по методике [21]: 

1

1

N

k

k

L L


 , 
8

2k
k o k

R
L R n

g

 
   

 
,         (11) 

где N  – число витков в индукторе; kR  – радиус геометрического центра k–ого витка с то-

ком, g  – среднее геометрическое расстояние витка от самого себя определяемого с помо-

щью следующего соотношения:  

 2 2 2 2 2

2

1 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2

a c
ng a n a c n c ac n a c a c arctg a a c arctg a c

a c c a


          

 
, 

где ,a c  – высота и ширина витка с током в индукторе. 

Величина 2L  находится с помощью выражений (12): 
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2

1 1

N N

ij

i j

L L
 

 , i j             (12) 

0

2 2
ij i j ij

ij ij

L R R k K E
k k

  
     

   

 , 

/2

2 2
0

d
( )

1 sin
ij

ij

K k
k








  – эллиптический интеграл 1го рода, 

 

/2

2 2

0

( ) 1 sin dij ijE k k



    – эллиптический интеграл 2го рода, 

где 
 

1/2

2
2

4

( ) 4

i j

ij

i j i j

R R
k

R R z z

 
 
   

;  
1 ( -1)i Nz z Z i  ;  1,i N ;  1

1

N
N

z z
Z

N


 


. 

Величина  ВЗL t  взаимной индуктивности системы “индукторускоряемая электромагнит-

ным способом плазма” определяется из соотношений: 

  
1

N

ВЗ i

i

L t L


 ;  
0

2 2
,

0,                                   

i пл i i
i i i

i

R R k K E z z
L k k

z z

   
      

    




, 

здесь 
 

1/2

22

4

( ) 4

i пл
i

i пл i

R R
k

R R z z

 
 
   

;  1 2

2
пл

R R
R


   – радиус тороидального вихревого тока 

в плазме, ускоряемой в канале КМПУ. 

Начальные условия для продольной координаты  0z t  , скорости плазменного сгустка 

 0V t  , массы ускоряемой плазмы  0M t  , тока  0J t   и напряжения  0U t   в элек-

трической цепи задаются следующим образом:  0 0z t   ;  0 iV t V     0 0M t   ; 

 0 0J t   ;   00U t U  . 
Данные уравнения зависят от пяти безразмерных параметров: 

2 2 2
0 0

1
0 02

C U
q

M L
 ;  2 0 0 0q R C  ;  

2
0 0

3 0 1
2

C L
q F

 
  

 
  ;  

 
2

0 0 0
4

0 0

С U
q

M

 


;  

0 0
5

0

FM n V
q

M

   

и в безразмерных переменных могут быть представлены следующим образом: 

0

z z
L

 ;  
0

U
U

U
 ;  0t t ;  0

0 0

1

L C
  ;  

0

V
V

V
 ;  0 0

0

L
V 


;  

0

L
L

L
 ;  

0

M
M

M
 , 

2 2

1 3

d d d d

d d d d

z U z
M q q

t t t t

    
     

    
,  2

d d d

d d d

U U
L q U

t t t

 
   

 
,  

 
2

4 5

d d

d d
i a

M U
q q n n V

t t

  
    

 
,   0 0z  ,  

0

d
0

d
t

z

t


 ,   0 1U  , 

0

d
0

d
t

U

t


 . 

Отметим, что при математическом описании КМПУ необходимо определить величи-

ны электротехнических параметров 0U , 0R , 0C , 0L , 0 , 0M  электродинамической модели 

ускорителя.  
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Сопротивление индуктора Rинд находим по следующей формуле (13): 

1

2N
i

инд

i

R
R

ac





,                (13) 

где   – проводимостью металла витков индуктора. 

Активное сопротивление уcкорительного канала Rуск находим по формуле (14): 

2 2 2

1 2 2

1 1

( )
уск

z
R

R R R 

 
  

  
,            (14) 

где   – толщина сетчатого наружного электрода. 

КПД электромагнитного ускорения   определялся по формуле (15): 
2 ( )MV t t

W


 ,             (15) 

где ( )V t t  – скорость ускоряемого плазменного сгустка на момент времени  t  окончания 

тока в электрической цепи, W  – энергия, содержащаяся в начальный момент времени 0t   

в источнике энергии. 

Тяговая эффективность   оценивалась следующим образом (16): 

 

2

02 hel

f

M B W






 ,              (16) 

где M


 – массовый расход. 
Удельный импульс I  определялся по следующей формуле (17): 

f
I

M


 ,                 (17) 

5. Некоторые результаты расчета физических характеристик 

ВЧисточника и КМПУ 

Очевидно, что разработанная выше физическая и математическая модели, позволяю-

щие выполнять расчеты теплофизических параметров, электрических и магнитных ВЧ по-

лей в цилиндрическом источнике плазмы, возбуждаемых токовой антенной, расположенной 

на боковой поверхности плазменного цилиндра, необходимо подтвердить путем сравнения 

численных результатов с известными аналитическими решениями или с опубликованными 

расчетными и экспериментальными результатами. 

На рис. 4 и 5 показаны результаты сопоставления экспериментальных [22] и расчет-

ных зависимостей эффективного сопротивления плазмы 
эффR  от величины внешнего маг-

нитного поля 0B , полученные с помощью объединенного варианта вычислительного кода. 

Здесь и далее рабочая частота антенны 13,56 МГц, рабочий газ  – Ar. 

На рис. 6–9 показаны отдельные результаты расчетов [510], выполненных с помо-

щью разработанной выше математической модели коаксиального магнитоплазменного ус-

корителя. Эти результаты соответствуют следующим параметрам геликонного разряда: ра-

бочая частота антенны 13.56 МГц; Phel = 100 Вт; рабочий газ  – Ar; p=1 мТорр; R = 0.75 м, 

L= 0.2 м. 

При этом геометрические, электротехнические характеристики КМПУ имели сле-

дующие значения: наружный и внутренние радиусы ускорительного канала и витков ин-

дуктора R2 = 7.5 см, R1 = 5 см, продольная длина индуктора L = 0.6 см, число витков индук-

тора 2, напряжение и емкость конденсаторной батареи U0 = 5  кВ, C0 = 3 мкФ. 
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эффR , Ом 

 

0B , 10
-4

 Тл 

Рис. 4. Сравнение экспериментальной (1) и расчетной (2) зависимостей эффек-

тивного сопротивления плазмы эффR  от внешнего магнитного поля 0B .  

Phel = 100 Вт, p = 0.67 Па, R = 0. 075 м, L = 0.2 м 

 
эффR , Ом 

 
 0B , 10

-4
 Тл 

Рис. 5. Сравнение экспериментальной (1) и расчетной (2) зависимостей эффек-

тивного сопротивления плазмы эффR  от внешнего магнитного поля 0B .  

Phel = 150 Вт; p = 0.67 Па, R = 0. 075 м, L = 0.2 м 

Из рис. 6 следует, что ток J  в электрической цепи КМПУ достигает своего первого макси-

мума ( 1 7J  кА) в момент времени 1 3t   мкс и в дальнейшем слабо затухает ( 2 7J  кА, 

2 9t   мкс) с течением времени t . 

Графическая зависимость скорости V , показанная на рис. 7, позволяет отметить, что 

скорость V  плазменного сгустка имеет относительно времени t  единственный максимум 

25V   км/c, достигаемый в момент времени 1.5t   мкс. Далее с течением времени t  ско-

рость V  плазменного сгустка уменьшает свое значение до уровня 10V   км/c.  

На рис. 8 и 9 показаны графические зависимости ускоряющей силы qF  и продольной 

координаты z  плазменного сгустка от времени t .  

Из рис. 8 и 9 следует, что максимальный прирост ускоряющей силы qF  имеет место 

для диапазона времени  0;0.5t  мкс и пространственной координаты  0;5z  мм.  
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 J [кА], U [кВ] 

 
t , [мкс] 

Рис. 6. Зависимость тока J  [кА] (1) и напряжения U  [кВ] (2) в 
электрической цепи КМПУ от времени t  

 V , [км/c] 

 
 t , [мкс] 

Рис. 7. Зависимость скорости V  плазменного сгустка от времени t  

Т.к. координата плазменного сгустка относительно не велика, то в данном диапазоне 

времен увеличение скорости происходит в основном за счет взаимодействия импульсного 

тока индуктора и кольцевого вихревого тока в плазменном образовании, что, в свою оче-

редь, приводит к возникновению электромагнитной силы, действующей на плазменных 

сгусток и обеспечивающей его ускорение. 

В диапазоне времен 0.5t   мкс электродинамическое ускорение плазменного сгустка осу-

ществляется в основном силой Ампера, т.е. за счет взаимодействия магнитного поля элек-

трического контура КМПУ с токонесущим проводником (плазменным сгустком). 
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qF , [Н] 

 
 t , [мкс] 

Рис. 8. Зависимость от времени t  ускоряющей силы qF , действующей 
на плазменный сгусток  

Зависимость ускоряющей силы qF  (рис. 8) имеет второй экстремум и достаточно протя-

женную по времени ( 2t  мкс) зону с отрицательным значением силы 0qF  . 

z , [мм] 

 
 t , [мкс] 

Рис. 9. Зависимость продольной координаты z  плазменного сгустка в 
канале  КМПУ от времени t  

 

Проведенные расчет показали, что наиболее существенным фактором, ограничивающим 

значение скорости V  и делающим силу qF  отрицательной является слагаемое вида  

d d

d d

m z

t t

 
 
 

. 

Это слагаемое ответственно за уменьшение ускорения сгустка за счет присоединения 

к нему с течением времени плазмы, исходно заполняющей ускорительный канал КМПУ, а 

также эрозионных паров материала электродов.  
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Таким образом, из проведенного обсуждения следует, что длину канала ускорителя 

следует ограничить величиной 40z   мм, где сила 0qF  , а скорость плазменного сгустка 

достигает максимального значения 25V   км/c.  

Также отметим, что в ускорителях плазмы типа КМПУ для увеличения скорости V  

движения плазменного сгустка целесообразно организовать в канале ускорителя импульс-

ную подачу рабочего газа (с аксиальным или радиальным напуском). 

Выполненное сопоставление показывает, что упрощенная реализация математической 

модели качественно близко (по сравнению с экспериментальной зависимостью [2228]) 

описывает ход кривой эффективного сопротивления  эфф 0R B  и моделирование величины 

эффR  на основе такой упрощенной математической модели  возможно по порядку величины. 

6. Заключение 

Усовершенствована (рассматривается неаксиально-симметричное приближение 

ВЧразряда, учтены соответствующие фурье компоненты плотности тока антенны) при-

ближенная математическая модель физических процессов в ВЧисточнике низкотемпера-

турной разреженной плазмы (геликонном разряде). Приведена упрощенная кинетическая 

схема, используемая для расчета компонентного состава плазмы молекулярного водорода в 

камере геликонного разряда. Построена приближенная математическая модель коаксиаль-

ного магнитоплазменного ускорителя (с предионизацией рабочего вещества геликонным 

разрядом), которая позволяет выполнить оценку трансформации одного вида энергии в дру-

гой, а также оценить уровень вклада различных видов энергии, увеличение массы ускоряе-

мого плазменного сгустка на процесс изменения скорости. Произведено сопряжение мате-

матических моделей КМПУ и ВЧразряда, Выполненные расчеты позволили установить, 
что наиболее существенным фактором (наряду с образованием ударной волны), ограничи-

вающим величину скорости плазменного сгустка в канале КМПУ, является присоединенная 

масса, возрастающая с течением времени. 
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