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Аннотация 
Представлены результаты экспериментального исследования и численного расчета течения, возникающего 
при развитии системы каналов импульсного поверхностного скользящего разряда в гелии. Численные ре-
зультаты получены на основе регуляризированной системы уравнений Грэда (R13) и уравнений Навье −  
Стокса. Показано, что экспериментальные значения скорости движения ударных волн из области иниции-
рования разряда согласуются с результатами расчета при трансформации 20±5% энергии разряда в тепло-
вую энергию за время менее 1 мкс. Проведены расчеты и дальнейшее сравнение результатов численного 
моделирования возникающих ударных волн в диапазоне чисел Кнудсена от Kn = 10−3 до Kn = 10−1. 
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Some results of experiment and numerical simulation of flow arising during the development of the channel system 
of the sliding surface of impulse discharge in helium are presented here. The numerical results have been obtained 
by regularized 13-moment Grad set of equations (R13) and by Navier − Stokes equations. It is shown that the expe-
rimental values of the velocity of the shock waves from the discharge initiation are consistent with the numerical re-
sults in the transformation of 20 ± 5 % of the discharge energy into thermal energy in less than 1 microsecond. Cal-
culations and further comparison of the results of numerical simulations of occurring shock waves were made in the 
range of Knudsen number from Kn = 10−3 to Kn = 10−1. 
 
 

1. ВЕДЕНИЕ 

Экспериментальное и численное исследование га-
зодинамических течений с поверхностным энергопод-
водом актуально в связи с поиском эффективных 
средств управления течениями, в том числе условиями 
обтекания тел, воздействием на поверхностное трение, 
температуру, локальную структуру пограничного слоя 
[1]. Распределенный поверхностный энерговклад мо-
жет эффективно обеспечить скользящий поверхност-
ный разряд наносекундной длительности (плазменный 
лист) [2], представляющий систему скользящих по 
поверхности диэлектрика каналов. В газодинамиче-
ском потоке такой разряд дает возможность воздейст-
вовать на течение за счет образования ударных волн и 
быстрого нагрева приповерхностного слоя газа тол-
щиной ~ 0.5 mm [3].  

Анализ динамики нагрева газа после инициирова-
ния плазменного листа связан с кинетикой неравно-
весно возбужденного газа [4, 5]. Целью данной работы 
было определение энерговыделения после иницииро-
вания плазменного листа в гелии на основе сравнения 
динамики ударных волн в эксперименте и в численных 

расчетах. В качестве математических моделей для по-
лучения численных результатов использовались сис-
тема уравнений Навье − Стокса и регуляризированная 
система моментных уравнений R13 [6]. 

2. ЭКСПЕРИМЕНТ 

Экспериментально исследовалась динамика воз-
мущений от плазменных листов в газодинамическом 
канале в направлении, совпадающем с направлением 
распространения скользящих разрядов. Эксперименты 
проводились на ударной трубе с разрядной камерой 
сечением 24×48 мм2 с кварцевыми стёклами длиной 
17 см. Плазменные листы площадью 30×100 мм2 ини-
циировались на двух противоположных стенках рабо-
чей секции на расстоянии 24 мм друг от друга. Рабо-
чим газом служил гелий при давлениях 380 и 760 
Торр. Поле течения после инициирования разряда ви-
зуализировалось теневым методом. В качестве источ-
ника света использовался лазер с длиной волны излу-
чения 532 нм и длительностью импульса 6 нс; изобра-
жения регистрировались спустя 1 ÷ 40 мкс после им-
пульса тока разряда. 
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Напряжение на разрядном промежутке составляло 
25 кВ, ток разряда ∼1 кА, обеспечивая энерговклад 
0.36 J в плазменный лист за время первого периода 
тока (∼ 200 нс). Приведенная напряженность электри-
ческого поля составляла 207 10E N −= × V⋅m2 (E – на-
пряженность электрического поля, N – концентрация 
молекул гелия).  

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Для моделирования разряда в данной работе ис-
пользуется макроскопический подход. Помимо клас-
сического метода моделирования, основанного на сис-
теме уравнений Навье − Стокса (например, [1]),  в дан-
ной работе в качестве математической модели исполь-
зуется также и регуляризированная тринацатимомент-
ная система уравнений Грэда (R13) [6]. Данная систе-
ма уравнений позволяет более подробно описывать 
течение газа, нежели уравнения Навье-Стокса за счёт 
возможности учёта всех эффектов разреженности газа 
в переходном режиме течения ([7,8]). При этом в пред-
ставленной работе управляющая система уравнений в 
обоих случаях (и уравнения Навье − Стокса и система 
R13) не дополняется уравнениями, описывающими 
электронно-ионную кинетику, как это было продела-
но, например, в [4, 5]. Величина энерговклада от про-
хождения электрического разряда моделируется путем 
задания дополнительного давления в области разряда. 

Система R13 является модификацией оригиналь-
ной тринадцатимоментной системы уравнений Грэда 
[5,8,9]. Регуляризация оригинальной системы уравне-
ний позволяет избавить полученную систему от слож-
ностей, возникающих при моделировании сверхзвуко-
вых течений ([6,9,10]). В тензорной форме система 
R13 имеет следующий аналитический вид: 
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где плотность ρ ; скорость iv , давление p ; тензор 
напряжений ijσ  и тепловой поток iq  составляют три-
надцать примитивных переменных, четырнадцатая 

переменная, температура T, связана с остальными с 
помощью уравнения состояния. Моменты более высо-
кого порядка (новые члены по сравнению с ориги-
нальной системой Грэда [9,10]) ijkm , ijR  и ∆  выра-
жаются через примитивные переменные и их градиен-
ты [6]. Во всех соотношениях, приведённых выше, k, 
которая не является индексом, − постоянная Больцма-
на, а m – масса одной молекулы. Угловые скобки в 
индексах обозначают бесследовую часть тензора [11]. 

4. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД 

В качестве численного метода для расчета внут-
ренних пространственных ячеек используется метод 
Годунова повышенного порядка [8,12]. Потоки кон-
сервативных переменных через грани контрольного 
объема рассчитываются с помощью приближенного 
решения задачи Римана методом HLL [13]. Для ап-
проксимации системы уравнений по времени исполь-
зуется модифицированный метод Рунге − Кутты 2-го 
порядка [8,12].  

При моделировании взаимодействия газа с твёрдой 
изотермической стенкой используются кинетические 
граничные условия [7]. Эти соотношения дополняются 
аппроксимациями уравнений основного потока [8,14]. 
Полученная система нелинейных уравнений на стенке 
численно решается с помощью итерационного метода 
Ньютона с обращением матрицы Якоби [8,14]. 

Численный метод для решения системы уравнений 
Навье − Стокса, используемый в данной работе, под-
робно описан в [15]. 

5. РЕЗУЛЬТАТЫ 

Решалась нестационарная задача в плоскости, пер-
пендикулярной направлению прохождения электриче-
ских разрядов. Расчетная область представляет собой 
прямоугольник с размерами 10×13 мм с равномерной 
декартовой сеткой. Нижняя граница представляет со-
бой изотермическую твёрдую стенку, верхняя и правая 
– выходные границы, левая граница – плоскость сим-
метрии течения. Таким образом, моделировался энер-
говклад от 24 канального разряда (с учётом симметрии 
вдоль линии, равноудалённой от 12-го и 13-го разря-
дов) с помощью системы уравнений R13 и уравнений 
Навье − Стокса.  

Разряды задаются в виде цилиндров, прижатых к 
стенке. Диаметр одного разряда равен 100d = мкм. 
При этом принимается в расчет, что на поступатель-
ные степени свободы газа идёт 20%β =  выделяемой 
энергии. Тогда значение избыточного давления в об-
ласти разряда рассчитывалось следующим образом: 

2
2 8
3 3

E Ep
V Ld
β β

π
∆ = = ,  (6) 

где 21
4V Ldπ=  – объём одного разряда.  

Число Кнудсена, равное отношению средней дли-
ны свободного пробега к характерному размеру зада-
чи, для данной задачи может быть рассчитано по диа-
метру начальной области энерговклада: 

2
RTKn

d pd
λ π µ

= =   (7) 
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В таком случае число Кнудсена в экспериментах 
было равно 34 10Kn −= ×  и 32 10Kn −= ×  для давлений 
0.5 и 1 атм. соответственно. Помимо эсперименталь-
ных условий были проведены численные расчёты и 
дальнейшее сравнение результатов для системы R13 и 
для уравнений Навье − Стокса при значениях давлений 
0.020, 0.025 и 0.050 атм. В этом случае значения числа 
Кнудсена равны 110Kn −= , 28 10Kn −= ×  и 

24 10Kn −= ×  соответственно.  

Рис. 1. Теневое изображение возмущенной области через 
1.2 мкс после инициирования разряда 

Рис. 2. Теневое изображение возмущенной области через 
4.6 мкс после инициирования разряда 

 
Рис. 3. Численный аналог теневого изображения возмущен-
ной области через 1.2 мкс после инициирования разряда, 
полученный с помощью системы R13 

 
Рис. 4. Численный аналог теневого изображения возмущен-
ной области через 1.8 мкс после инициирования разряда, 
полученный с помощью системы R13 

Скачок давления в области каналированного энер-
говклада инициирует набор полуцилиндрических 
ударных волн [2,3], фронты которых интерферируют 
друг с другом и образуют квазиплоский фронт оги-
бающей ударной волны в течение 1÷2 мкс. На рис. 1 и 
2 приведены теневые изображения возмущенной об-

ласти через 1.2 и 4.6 мкс после инициирования разряда 
соответственно. Искривления фронта волны соответ-
ствуют фронтам ударных волн от более интенсивных 
каналов. На рис. 3 и 4 приведены аналоги теневых 
изображений (пространственное распределение чис-

ленного значения ( )
1 22 2

2 2,f x y
x y
ρ ρ⎛ ⎞∂ ∂= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

) возму-

щенной области через 1.2 и 1.8 мкс после инициирова-
ния разряда, полученные с помощью системы уравне-
ний R13. 

На xt-диаграмме распространения скачка уплотне-
ния (рис. 5) представлено сравнение численных расчё-
тов (для системы R 13 и уравнений Навье − Стокса) и 
экспериментальных данных при различных значениях 
давления (различных числах Кнудсена). Эксперимен-
тальные значения положения фронта огибающей 
ударной волны, получены усреднением координаты 
фронта волны по видимому полю изображения. Поло-
жение волны из численного расчёта определялось по 
усреднённому положению максимального значения 
второй производной плотности. Движение фронта на-
чинается со скоростью ∼ 1400±200 м/с. Затем движе-
ние замедляется, и далее волна движется с почти по-
стоянной скоростью V ≈ 1150±50 м/с (при давлении в 
камере 0.5 атм.).  

 
Рис. 5. xt-диаграмма распространения скачка уплотнения 

Из xt-диаграммы видно, что с уменьшением давле-
ния газа, а соответственно и с увеличением разрежен-
ности газа, увеличивается и скорость распространения 
ударной волны. Во всех случаях обе модели предска-
зывают резкое возрастание скорости волны на началь-
ном этапе с дальнейшим понижением и выходом на 
почти постоянное значение. Заметное различие между 
результатами уравнений Навье − Стокса и системы 
уравнений R 13 начинает наблюдаться в скорости рас-
пространения волны только при числе Кнудсена по-
рядка 0.1, то есть уже в переходном режиме.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представленное сравнение численных результатов 
двух математических моделей (системы R13 и класси-
ческих уравнений газовой динамики), а также сравне-
ние этих же результатов с данными эксперимента го-
ворит о применимости обоих подходов для моделиро-
вания течения, возникающего при условиях проведе-
ния данного эксперимента. В то же время при пони-
жении давлении (увеличении числа Кнудсена) с при-
ближением к переходной области газового течения, 
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начинает возникать разница в таком параметре тече-
ния как скорость распространения ударной волны. 

Работа была выполнена при поддержке Российско-
го Фонда Фундаментальных Исследований (Грант 
№13-01-00533a). 
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