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Аннотация 

Рассматривается численная методика построения регулярных криволинейных адаптивных сеток в произ-
вольных областях. Применяя многоблочную технологию расчетов, рассматриваемая численная методика 
позволяет построить неортогональные структурированные сетки даже в тех областях, где для дискретизации 
расчетной области обычно используются не структурированные расчетные сетки. С использованием разра-
ботанной численной методики построения сетки исследуются некоторые варианты истечения импульсных 
струй плазмы и газа. 
 

THE USAGE OF REGULAR ADAPTIVEVE CELLS FOR ANALISING PULSING 
SUPERSONIC PLASMA FLOWS 

The numerical method of building regular adaptive cells in arbitrary spaces is presented. This method allows to build 
regular cells in volumes, where irregular cells are usually used. Some variants of plasma outflow is analyzed in cells, 
that were created using this numerical method. 
 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 

При решении различного рода задач математиче-
ской физики требуется наличие простых и эффектив-
ных способов дискретизации расчетных областей, 
имеющих сложную криволинейную форму. Геометри-
чески и динамически адаптивный алгоритм генерации 
сетки должен обладать определенным набором 
свойств: гладкость, простота построения и адаптив-
ность (сетка должна сгущаться в областях, где проис-
ходит резкое изменение численного решения). Метод 
нахождения сетки должен также обладать свойством 
эллиптичности, т.е. определять влияние каждого узла 
сетки на множество прилегающих к нему узлов. Тако-
го рода сетки можно получить путем решения эллип-
тических уравнений, которые позволяют найти ото-
бражения расчетной криволинейной области в пара-
метрический квадрат в двумерном и в куб − в трех-
мерном случае. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ 
РЕГУЛЯРНЫХ АДАПТИВНЫХ СЕТОК 

Введем в декартовой системе координат XYZ  пря-
моугольный параллелепипеда ABFEDCGH , который 
непрерывно дифференцируемым образом необходимо 
отобразить в криволинейный параллелепипед (гекса-
эдра) A B F E D C G H′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ . При этом прямоугольная сет-
ка, нанесенная на область ABFEDCGH , образует 
гладкую криволинейную сетку в области 
A B F E D C G H′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ . 

Обозначим через r  радиус вектор в системе коор-
динат XYZ  и введем вектор U r r∗= − , характери-
зующий смещение точек. Здесь r  и r ∗  радиус векто-
ры точек областей до r ABCDCGH∈  и после 
r A B F E D C G H∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∈  преобразования. Тогда уравне-
ния, определяющие величины смещений , ,x y zU U U  и 
применяемые для построения регулярных адаптивных 
сеток близких к ортогональным в трехмерной декар-
товой системе координат XYZ  имеют вид: 

( )1
2

x x
x

U U
F F

x x y y
−σ∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞λ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )1 1
2 2

yx zUU U
F F F

z z x y x z
⎧ ∂ ⎫−σ + σ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ + + +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

( ) ( )1 1
2 2

yx zUU U
F F F

z z x y x z
⎧ ∂ ⎫−σ + σ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ + + +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

22 33 33 11

11 22

x x
opt

g g U g g U
k

x g x y g y

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎪+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

11 22

33
0,xUg g

z g z

⎫⎛ ⎞∂∂ ⎪+ =⎜ ⎟⎬⎜ ⎟∂ ∂ ⎪⎝ ⎠⎭
( )1

2
y y

y
U U

F F
y y x x

∂ ∂−σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
λ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )1 1
2 2

y x zU U U
F F F

z z y x y z
∂−σ +σ⎛ ⎞ ⎧ ∂ ⎫∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠

22 33 33 11

11 22

y y
opt

U Ug g g g
k

x g x y g y

⎧ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

11 22

33
0,yUg g

z g z

⎫∂⎛ ⎞∂ ⎪+ =⎜ ⎟⎬⎜ ⎟∂ ∂ ⎪⎝ ⎠⎭
( )1

2
z z

z
U U

F F
z z x x

−σ∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )1 1
2 2

yxz UUU
F F F

y y z x z y
⎧ ∂ ⎫−σ + σ ⎛ ⎞∂⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎪ ⎪+ + + +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

22 33 33 11

11 22

z z
opt

g g g gU U
k

x g x y g y

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎪+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

11 22

33
0,zg g U

z g z

⎫⎛ ⎞∂∂ ⎪+ =⎜ ⎟⎬⎜ ⎟∂ ∂ ⎪⎝ ⎠⎭
 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике                                   www.chemphys.edu.ru/pdf/2008-09-01-016.pdf 

 2

здесь принято, что все коэффициенты, входящие в 
данную систему уравнений, равны между собой 

( ) 2,F f f α= ∇ ∇ +ε , { }, ,i x y z∈ . Граничные условия, 
необходимые для решения данной системы уравнений, 
задаются следующим образом: 

 ( )( )i i i ABFEDCGHA B F E D C G H
U r r∗

Γ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∂
= − , { }, ,i x y z∈ . 

Компоненты ковариантного метрического тензора, 
входящие в систему уравнений, определяются соот-
ношениями 
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При этом f  является функцией, управляющей 

адаптацией расчетных узлов, коэффициент α  задает 
необходимую степень сгущения узлов расчетной сет-
ки. Коэффициент [ ]1,1σ∈ −  характеризует отношение 
поперечной деформации к продольной деформации. 
Коэффициент 0iλ >  увеличивает “диффузию” сеточ-
ных линий от границы внутрь расчетной области 
A B F E D C G H′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ , обеспечивая нахождение узлов сет-
ки внутри расчетной зоны. 

Параметр min ( )
i

i
h A B F E D C G H

h
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∈

ε ≈  выбирается не рав-

ным нулю 0ε ≠  и порядка шага сетки h , чтобы избе-
жать особенности в тех узлах, где 0f∇ = . Эта система 
уравнений является обобщением метода построения 
регулярных сеток, предложенного в работе [1], на слу-
чай переменных коэффициентов , , , ,i i i i iA B C D G , 

{ }, ,i x y z∈ , входящих под производные, и трехмерную 
систему координат. Отметим что, применяя много-
блочную технологию расчетов, рассматриваемая чис-
ленная методика позволяет построить квазиортого-
нальные структурированные сетки в областях сложной 
формы. 

Для численного решения исходной задачи, пред-
ставленной в операторной форме 0AU = , применяет-
ся итерационный метод вариационного типа. То есть 
для численного нахождения решения задачи миними-
зируется значение невязки , , , , , ,i j m i j m i j mR AU b= − , ис-
пользуя модифицированный вариант итерационного 
метода вариационного типа – метод минимальных 
невязок [2]. В этом случае итерации следует прово-
дить по формулам вида 

 1
, , , , , ,
k k k
i j m i j m i j mU U c R+ = + τ , 

 0.9c ≈ ,   
( )
( )

,

,

R AR

AR AR
τ = . 

Укажем отдельные примеры построения регуляр-
ных криволинейных адаптивных сеток в некоторых 
двумерных областях с криволинейными границами. 

В первом примере демонстрируется возможности 
предложенного метода, в котором в качестве управ-
ляющей функции f  используется некоторое специ-
альное численное преобразование. Это преобразова-
ние производит растяжение физического пространства 
в определенных, предположительно заданных облас-
тях: в пограничном слое, слоях смешения, на фронте 
ударных волн и контактных разрывов. В данной си-

туации расчетная сетка, адаптирована к пограничному 
слою и представлена на (рис.1). 
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Рис.1. Регулярная расчетная сетка, полученная с использо-
ванием разработанной системы уравнений 

В данной работе рассматривается одна из задач с 
достаточно сложной структурой газодинамических 
разрывов – течение в недорасширенной сверхзвуковой 
осесимметричной струе. Для решения последней зада-
чи использована квазиортогональная структурирован-
ная расчетная сетка, полученная путем решения пред-
ложенных в работе трехмерных эллиптических урав-
нений. 

Адаптированная к особенностям течения расчетная 
сетка приведена на (рис.2). 
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Рис.2. Расчетная сетка, используемая при изучении структу-
ры течения в недорасширенной сверхзвуковой осесиммет-
ричной струе 

На рис. 3−6 представлены случаи импульсных 
струй рассматриваемых в статье. 
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Рис.3. Пространственное распределение числа Маха при 
импульсном воздействии CO2 – лазера на металлическую 
преграду из AL 

Из приведенных рисунков следует, что существует 
несколько случаев формирования внутренней струк-
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туры импульсных струй соответствующих нескольким 
физически различным случаям возникновения им-
пульсных струй. Так, например, случай импульсной 
струи, формируемой лазерным воздействием на ме-
таллическую преграду (рис.3.), существенно отличает-
ся от случая формирования струи при взаимодействии 
центральной струй со спутным потоком (рис.4.). 
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Рис.4. Пространственное распределение числа Маха при 
взаимодействии центральной струй со спутным потоком 
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Рис.5. Пространственное распределение числа Маха при 
истечении плазменной струи в затопленное газовое про-
странство 
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Рис.6. Пространственное распределение числа Маха при исте-
чении газовой струи в затопленное газовое пространство 

Для примера сопоставим два близких случая дви-
жения импульсного потока в затопленной среде: исте-
чение газовой и плазменной струи в затопленное газо-
вое пространство. Графические зависимости соответ-
ствующие двум последующим моментам времени при-
ведены на рис.7−10. При этом газодинамические па-
раметры струи на входе в затопленное пространство 
имеют следующие значения 5aP = атм, 0.45aV = км/c, 

15aT = кK. Аналогичные параметры в затопленном 
пространстве имеют уровень значений: 1P∞ = атм, 

0V∞ = км/c, 297T∞ = K. 
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Рис. 7. Пространственное распределение числа Маха при 
истечении газовой струи в затопленное газовое пространст-
во (первая точка по времени) 
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Рис.8. Пространственное распределение числа Маха при 
истечении газовой струи в затопленное газовое пространст-
во (вторая точка по времени) 
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Рис.9. Пространственное распределение числа Маха при 
истечении плазменной струи в затопленное газовое про-
странство (первая точка по времени) 

Из приведенных распределений следует, что в этих 
двух физически близких случаях истечения импульс-
ных струй, структуры распределений основных газо-
динамических параметров относительно близки между 
собой. Например, в обоих случаях на границе струи и 
невозмущенного газа имеется присоединенная вихре-
вая структура, характер течения в приосевой зоне со-
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ответствует натеканию на деформирующуюся газовую 
преграду (растекание струи перпендикулярно оси 
струи), в обоих случаях наблюдается начало формиро-
вания первого диска Маха. 
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Рис.10. Пространственное распределение числа Маха при 
истечении плазменной струи в затопленное газовое про-
странство (вторая точка по времени) 

Различия в распределениях заключаются основном в 
уровне значений этих параметров. Так максимальное 
значение температуры в области струи для случая ис-
течения газовой струи составляет величину 15 кK, а 
для плазменной струи 8 кK. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Построена численная методика создания регуляр-
ных криволинейных адаптивных сеток в произволь-
ных областях. Показано, что, применяя многоблочную 
технологию расчетов, рассматриваемая численная ме-
тодика позволяет построить неортогональные струк-
турированные сетки в сложных криволинейных облас-
тях. С использованием разработанной численной ме-
тодики построения сетки исследованы некоторые ва-
рианты истечения импульсных струй плазмы и газа. 
Выяснено, что в физически близких случаях истечения 
импульсных струй, структуры распределений основ-
ных газодинамических параметров относительно 
близки между собой. 
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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

f − функция, управляющая адаптацией расчетных узлов; 
М − число Маха 

iλ  − коэффициент “диффузии” сеточных линий внутрь рас-
четной области 

α − задает необходимую степень сгущения узлов расчет-
ной сетки. 

 
Индексы: 
i − порядковый номер орта системы координат; 
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