
Физико-химическая кинетика в газовой динамике   www.chemphys.edu.ru/pdf/2013-10-12-004.pdf 

1 

ДВУМЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ГАЗОВЫХ ТЕЧЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ СИСТЕМЫ 

МОМЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ R13  

И.Э. Иванов
1
, И.А. Крюков

2
, М.Ю. Тимохин

1
 

1 
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, физический факультет, 

Москва, 119991, Ленинские горы, 1-2 

2 
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского Российской академии наук,  

Москва, 119526, проспект Вернадского 101-1 

 

Аннотация 

Данная работа посвящена двумерному численному моделированию газовых течений в переходном режиме 

при наличии взаимодействия с твёрдой стенкой. В качестве математической модели используется регуляри-

зированная тринадцатимоментная система уравнений Грэда (R13). Для решения этой системы уравнений 

используется метод Годунова повышенного порядка. Вектора потоков через грани расчётных ячеек рассчи-

тываются с помощью приближённого метода HLL решения задачи Римана. Второй порядок точности по 

времени достигается при помощи модифицированного метода РунгеКутты. Для расчёта параметров на 

твердой поверхности используется итерационный метод Ньютона. 

 

2D NUMERICAL SIMULATION OF GAS FLOW BASED ON R13 MOMENT SET OF EQUATIONS 

I.E. Ivanov
1
, I.A. Kryukov

2
, M.Yu. Timokhin

1
  

1 
Lomonosov Moscow State University, Russia, Moscow, 119991 

2
Institute for Problems in Mechanics, Russian Academy of Sciences,  

Russia, Moscow, 119526 
 

This article is devoted to the two-dimensional numerical simulation of gas flow in the transition regime with solid 

wall interaction. Regularized 13-moment Grad’s set of equations (R13) was taken as a mathematical model. The 

variant of explicit high order Godunov-type scheme with linear flow parameter reconstruction is used for the nu-

merical solution of this set of equations. Conservative variable fluxes on computational cell faces are evaluated with 

approximate solution of the Riemann problem due to HLL method. Modified explicit RungeKutta method of the 

second order of accuracy is used for time approximation. Flow parameters on the solid wall are calculated with the 

iterative Newton method. 

 

 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В данной работе нас интересовала возможность 

численного моделирования течения газа в переходном 

режиме в приближении сплошной среды. Этот режим 

течения реализуется в случае, когда средняя длина 

свободного пробега молекул сопоставима с характер-

ными линейными размерами данной задачи, то есть 

число Кнудсена Kn оказывается порядка единицы. 

При этом для переходного режима течения харак-

терно появление некоторых эффектов разреженности 

газа, которые не наблюдаются в плотных течениях. К 

таким эффектам можно отнести, например, проскаль-

зывание газа и температурный скачок на стенке, не-

градиентный механизм появления теплового потока 

(тепловой поток образуется главным образом не за 

счёт градиента температуры), парадокс Кнудсена (по-

явление минимума в расходе с ростом числа Кнудсе-

на) и др. 

В то же время переходный режим актуален для та-

ких задач как течение газа в микро- и нано-каналах, 

где при нормальных условиях характерный размер 

становится сопоставим со средней длиной свободного 

пробега. С другой стороны, этот режим реализуется, 

например, во время входа летательного аппарата в 

верхние слои атмосферы, где разреженность газа дос-

таточно велика, и длина свободного пробега может 

достигать порядка размеров летательного аппарата. 

В 1949 году Грэд предложил так называемый мо-

ментный метод решения уравнения Больцмана [1]. В 

итоге была получена система уравнений относительно 

макропараметров (моментов). В общем случае система 

моментных уравнений является бесконечной. Поэтому 

необходимо введение некоторых замыкающих соот-

ношений (связь моментов более высокого порядка с 

моментами более низкого). В [1] Грэдом были пред-

ложены простейшие замыкания, и была получена три-

надцатимоментная система уравнений. В дальнейшем 

был выявлен ряд недостатков оригинальной системы 

Грэда [2].  

Здесь в качестве математической модели была вы-

брана тринадцатимоментная система Грэда с предло-

женной её модификацией [2,5]. Полученная система 

названа авторами «регуляризированной системой Грэ-

да» (или R13). В ходе данной работы было проведено 

численное тестирование применимости данной систе-

мы уравнений для моделирования переходного режи-

ма течения газа. 
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2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

2.1. Уравнения основного потока 

Регуляризированная тринадцатимоментная система 

Грэда (R13) была предложена в 2003 году в [2]. В 

дальнейшем были показаны некоторые преимущества 

этих уравнений по сравнению с оригинальным вариан-

том Грэда [5,6]. В тензорном виде система выглядит 

следующим образом:  
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где плотность ρ, скорость υi, давление p, тензор на-

пряжений σij и тепловой поток qi (i = x,y,z) составляют 

тринадцать физических переменных, четырнадцатая 

переменная, температура T, связана с остальными с 

помощью уравнения состояния. Моменты более высо-

кого порядка (новые члены в уравнениях по сравне-

нию с системой Грэда [1]) были получены в [2,5]. 

Во всех соотношениях, приведённых выше, k, ко-

торая не является индексом, обозначает постоянную 

Больцмана, а m – массу одной молекулы. Угловые 

скобки в индексах обозначают бесследовую часть тен-

зора [5]. 

В 2006 году Torrilhon в работе [3] предложил ди-

вергентную форму записи уравнений системы R13 для 

двумерного случая. Для двумерного случая (количест-

во уравнений тогда уменьшается до девяти) эту систе-

му уравнений можно записать следующим образом: 

 
   div

U W
F W P W

t


 


, 

где W – вектор физических переменных  

 , , , , , , , , ,
T

x y x y x yW p p p q q   
 

py = σyy, σ = σxy, p = (px+py+pz)/3. Векторы U(W), F(W) и 

P(W) являются векторами консервативных перемен-

ных, потоков и релаксационных членов соответствен-

но.  Вид этих векторов приведен в [3]. 

2.2. Граничные условия 

Попытку вывода граничных условий на твёрдой 

стенке для системы R13 впервые предприняли Gu и 

Emerson в работе [7]. В дальнейшем похожий метод 

использовали Struchtrup и Torrilhon [8] для вывода 

своего варианта граничных условий на твердой стенке. 

В обоих случаях за основу был взят вариант максвел-

ловских граничных условий  (аккомодационная мо-

дель Максвелла) [9]. Идея такой постановки гранич-

ных условий заключается в том, что часть молекул 

упруго (зеркально) отражается от стенки, сохраняя при 

этом свою абсолютную скорость (функция распреде-

ления таких молекул остаётся неизменной после со-

ударения со стенкой). Остальные же молекулы отра-

жаются диффузионно, покидая поверхность стенки с 

температурой стенки и скоростями, соответствующи-

ми функции распределения Максвелла. Таким обра-

зом, были получены пять, так называемых, «кинетиче-

ских» граничных условий для твёрдой изотермической 

стенки [8]: 
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где ny  нормаль к поверхности стенки, направленная 

внутрь газа; α  коэффициент аккомодации поверхно-

сти: F  внешняя сила; uw и θw  скорость по касатель-

ной и температура стенки, соответственно, 
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Остальные интегралы обнуляются (интегралы для 

моментов, вес которых пропорционален четной степе-

ни перпендикулярной к стенке составляющей скоро-

сти молекул [1]). Недостающие соотношения для оп-

ределения остальных переменных можно взять из 

уравнений основного потока [10,11]. 
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3. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД 

В качестве численного метода для основной облас-

ти был выбран метод Годунова повышенного порядка 

точности [12] с использованием линейного восстанов-

ления параметров течения. Потоки консервативных 

переменных через грани контрольного объема рассчи-

тываются с помощью приближенного решения задачи 

Римана методом HLL [4,5]. Для аппроксимации систе-

мы уравнений по времени используется модифициро-

ванный метод Рунге-Кутты 2-го порядка [13]. Числен-

ная схема для основного потока достаточно подробно 

описана в [10,11,17,18] 

Для моделирования твердой изотермической стен-

ки, как уже было сказано, необходимо решать систему, 

в которую входят кинетические граничные условия и 

часть недостающих соотношений из аппроксимации 

некоторых уравнений описывающих течение газа 

внутри области. Полная система уравнений приведена 

в [10,11,17,18]. Тогда получаем систему аппроксими-

рованных нелинейных уравнений. Эта нелинейная 

система численно решается с помощью итерационного 

метода Ньютона с обращением матрицы Якоби. 

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

4.1. Течение Пуазейля 

Рассмотрим течение в каналах в переходном режи-

ме по числу Кнудсена. Число Кнудсена для течений в 

каналах определялось следующим образом: 

2
Kn

pH

  
 , 

где μ  вязкость; θ  температура в энергетических 

единицах; p  давление и H  толщина канала.  

На рис. 1 представлено сравнение профилей скоро-

сти течения Пуазейля, полученных с помощью чис-

ленного решения уравнений Навье  Стокса с услови-

ем проскальзывания на границе, R13 и линеаризован-

ного уравнения Больцмана [14], при числе Кнудсена 

Kn = 0.226. Продольная скорость в канале нормирова-

на на 

0
0

2
p H

u
x p




 


, 

где p0  давление на входе в канал; xp   - продоль-

ный градиент давления. 

Рис. 2 демонстрирует появление минимума в мас-

совом расходе через сечение канала при течении Пуа-

зейля (парадокс Кнудсена). По оси абсцисс в логариф-

мическом масштабе отложено число Кнудсена Kn, а по 

оси ординат 0Q Q  – массовый расход ρu, нормиро-

ванный на 0u , где ρ0  плотность на входе в канал.  

На графике приведены результаты, полученные с 

использованием уравнений Навье  Стокса  Фурье с 

условием проскальзывания на стенке, результаты, по-

лученные по R13, и результаты численного решения 

линеаризованного уравнения Больцмана [14]. 

 

Рис. 1. Сравнение профилей скорости для течения Пуазейля 

при Kn = 0.226 

 

Рис. 2. Появление минимума в массовом расходе для тече-

ния Пуазейля 

4.2. Течение Куэтта 

Также для умеренно разреженного газа были про-

ведены расчёты течения Куэтта. Расчёты производи-

лись для аргона, температура стенок равна 273 K, 

стенки двигаются в противоположных направлениях 

со скоростями 50 м/с. На рис. 3 и 4 представлены про-

фили скорости, полученные с помощью R13, уравне-

ний Навье  Стокса с проскальзыванием на стенке и 

методом Монте-Карло для числа Кнудсена Kn = 0.25 и 

Kn = 0.50. 

 

Рис. 3. Сравнение профилей скорости для течения Куэтта 

при Kn = 0.25 
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Рис. 4. Сравнение профилей скорости для течения Куэтта 

при Kn = 0.50 

При использовании системы моментных уравнений 

появляется продольный тепловой поток, который в 

разреженном течении появляется в отсутствии гради-

ента температуры. При этом уравнения Навье   Сток-

са  Фурье не могут выявить этот эффект. На рис. 5 

приведено сравнение распределений продольного теп-

лового потока при Kn = 0.10, полученных с помощью 

метода Монте-Карло [15], системы R13 и оригиналь-

ной системы Грэда (G13). 

 

Рис. 5. Сравнение распределения продольного теплового 

потока для течения Куэтта при Kn = 0.10 (R13, система Грэ-

да и метод Монте-Карло) 

4.3. Течение в каверне 

В качестве третьей задачи рассмотрим течение в 

каверне с движущейся верхней стенкой. Задача реша-

ется в двумерной квадратной области. Все четыре гра-

ницы представляют собой твёрдые изотермические 

стенки с температурой 273 K. Верхняя стенка двигает-

ся со скоростью 30 м/с, остальные стенки покоятся. В 

качестве модельного газа был взят аргон. Параметры 

задачи были заимствованы из [16]. 

На рис. 6 и 7 приведены результаты теплового по-

ведения (температура, линии тепловых потоков соот-

ветственно) для течения в каверне при числе Кнудсена 

Kn = 0.10. Стоит обратить внимание на то, что тепло-

вые потоки обусловлены здесь не градиентом темпе-

ратуры.  

 

Рис.6. Распределение температуры для течения в каверне для 

Kn = 0.10 

 

Рис. 7. Линии тепловых потоков для течения в каверне для 

Kn = 0.10 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Численные результаты расчёта течений умеренно 

разреженного газа продемонстрировали адекватность 

выбранной математической модели и численного ме-

тода для моделирования газового течения и граничных 

условий твёрдой изотермической стенки в достаточно 

широком диапазоне чисел Кнудсена. В то же время 

данный метод применим как для континуального ре-

жима, так и переходного режима течения (по числу 

Кнудсена). Полученные результаты также продемон-

стрировали преимущества системы R13 по сравнению 

с оригинальной системой Грэда и уравнениями На-

вье  Стокса. 

В качестве возможного развития данной работы 

можно предложить использование многоуровнего 

подхода [19] и переход к неявным численным мето-

дам. 
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