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Аннотация 

В рамках конечных деформаций для реального слабосжимаемого упругого материала строится аналитиче-
ское решение задачи о поведении длинного полого цилиндра, жесткая внешняя поверхность которого смеща-
ется в осевом и круговом направлениях по отношению к внутренней поверхности, нагруженной давлением. 
Оказалось, что внешняя поверхность цилиндра, закрученная в азимутальном и сдвинутая в осевом направле-
ниях фиксированными силами, раскручивается и натягивается обратно при приложении внутреннего давле-
ния. Этот эффект значительно сильнее известного эффекта Пойнтинга, проявляется только при учете слабой 
сжимаемости материала и объясняется значительным возрастанием «модуля сдвига» при сжатии (относи-
тельном изменении объема). 
 

EFFECT OF ALLOWANCE FOR SLIGHT COMPRESSIBILITY OF ELASTIC MATERIAL  
UNDER FINITE DEFORMATIONS 

In framework of the finite deformations the analytical solution has been constructed for a long hollow cylinder made 
of a real slightly compressible material. The external rigid surface of the cylinder is displaced in the axial and azi-
muthal directions with respect to the internal surface subjected to pressure. It was found that the external cylinder 
surface, twisted in the azimuthal and sheared in the axial directions by fixed forces, is untwisted and stretched back 
when the internal pressure has been applied. This effect being considerably stronger than the well-known Pointing 
effect displays itself only when the material slight compressibility is taken into account and is explained by a marked 
increase in the shear modulus under pressure (relative volume change). 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Большинство эластомеров, допускающих конечные 
упругие деформации, обычно слабосжимаемые. Для 
многих практически важных задач эти материалы ап-
проксимируют несжимаемыми, что часто оправдано, и 
определяющие уравнения для несжимаемых материа-
лов и численные методы реализации задач с этими 
определяющими уравнениями хорошо известны. Раз-
вивается теория и слабосжимаемых материалов при 
конечных деформациях. Однако ее применение оправ-
дано в случаях или сильно стесненной деформации, 
или действия высокого гидростатического давления, 
что по сути одно и то же. Во всех других ситуациях 
теории несжимаемых и слабосжимаемых материалов 
приводят к практически одинаковым результатам. По-
этому представляется интересным рассмотреть такие 
задачи, в которых учет слабой сжимаемости приводит 
к результатам, существенно отличным от полученных 
в рамках теории несжимаемого материала. Это задачи, 
в которых учитывается известный экспериментальный 
факт изменения «объемного модуля» и «модуля сдви-
га»1 при изменении объема. В работах [1−3] предло-
жена теория, описывающая поведение таких материа-
                                                           
1 При конечных деформациях выражения, определяющие 
модуль сдвига и объемный модуль, зависят от конкретной 
задачи, т.е. для разных задач они разные. В этом нет ничего 
удивительного, поскольку гидростатика при конечных де-
формациях определяется не только изменением объема, но и 
изменением формы. И наоборот, изменение объема опреде-
ляется и шаровой и девиаторной частями тензора напряже-
ний. В связи с этим понятия «объемный модуль» и  «модуль 
сдвига» - условные терминологически удобные понятия, но 
при этом нужно обязательно привязывать их к конкретной 
задаче. Поэтому они и взяты в кавычки. 

лов, и построены аналитические решения некоторых 
задач. Настоящая работа продолжает исследования в 
этом направлении. 

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

В работах [2, 3] предложен потенциал 

 

3 ( ),J I= F F  − градиент места, 
позволяющий описывать конечные деформации на-
чально изотропного слабосжимаемого упругого мате-
риала. Здесь 

 

 

    (1) 

 – инварианты тензора меры деформа-
ций Коши-Грина , ,  
– параметры материала, для которых, как показано в 
работах [2,3], справедливы следующие соотношения: 

,  – модуль сдвига, 0 ,i ip p G=  
0 ,i iq q G=  для  Этот упругий потенциал при-

водит к следующему соотношению для тензора на-
пряжений Пиолы-Кирхгофа второго рода 

 

 

 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике                                   www.chemphys.edu.ru/pdf/2010-01-12-027.pdf 

 2

 

 

                         (2) 

 – единичный тензор. Для слабосжимаемого материала 
 – малая величина, которая в настоящем исследовании 

используется как малый параметр при построении ре-
шения задачи для почти несжимаемых материалов. 

Тензор напряжений Коши  дается соотношением 
 и равен 

 

               (3) 

где  – мера деформаций Фингера. 

Функционал, соответствующий слабой постановке 
краевой задачи нелинейной упругости с уравнением 
состояния (2), предложен и исследован в работе [1] и 
имеет вид 

 

                              (4) 

где  и  – векторы перемещений и объемных сил, 
 – плотность материала в недеформированной кон-

фигурации  – часть поверхности  - объема, 
на которой приложены силы . Варьируемые пара-
метры функционала –  и . 

3.  АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 

3.1. Полый цилиндр из слабосжимаемого материа-
ла под внутренним давлением при осевом сме-
щении и закручивании внешней поверхности 
Бесконечно длинный полый цилиндр внутреннего 

радиуса  и внешнего –  нагружен в текущей кон-
фигурации внутренним давлением  при нулевых 
осевых и круговых смещениях внутренней поверхно-
сти. Внешняя поверхность цилиндра фиксирована в 
радиальном направлении и сдвигается в осевом на-
правлении на величину  и круговом – на угол . 
Положение точки тела в начальной конфигурации оп-
ределяется в базисе цилиндрической системы коорди-
нат радиус-вектором  и в текущей кон-
фигурации, в соответствие с описанной выше кинема-
тикой, радиус-вектором 

 

 

 

                                    (5) 

Тогда, принимая во внимание, что 

 

градиент деформации , где  – оператор 
Гамильтона в начальной конфигурации, запишется в 
виде 

 

    (6) 

а тензор меры деформаций Коши-Грина  в 
виде 

 

         (7) 

Из соотношений (6), (7) следует, что 

 

 

 

2 2
2 2 2 2

1
'ˆ 2 ' ' ' R R RI R R

r r
ψ ω ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

    (8) 

Компоненты тензора, обратного градиенту места, , 
определяются известным соотношением 

 

и  – компоненты тензора . Тогда 

 

 

                             (9) 

и тензор, обратный тензору меры деформаций Коши-
Грина  запишется как 

 

 

  (10) 

Получим необходимые уравнения равновесия и ес-
тественные граничные условия основываясь на функ-
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ционале (4). Учитывая, что  и  являются функ-
циями  и  и что давление  приложе-
но ко внутренней поверхности в текущей конфигура-
ции, этот функционал может быть переписан как 

 

 

где  – внешняя единичная нормаль к недеформиро-
ванной поверхности и 

 

 

                                   (11) 

Уравнения Эйлера для этого функционала 

 

                       (12) 

где  и  – константы, условие трансверсальности 

    (13) 

и граничные условия (см. (5)) 

 

   (14) 

Решения этих уравнений будем искать в виде рядов 
по малому параметру , сохраняя только линейные 
слагаемые в силу слабой сжимаемости материала: 

 

      (15) 

где члены, содержащие  в нулевой степени, есть 
решение задачи для несжимаемого материала. Тогда 
из соотношений (8)-(11) получаем, что 

                                                           (16) 

является коэффициентом при  в нулевой степени 
для первого уравнения Эйлера в соотношениях (12), в 
то время, как 

           (17) 

является коэффициентом при  в первой степени для 
того же самого уравнения Эйлера. В последнем 
выражении 

 

                (18) 

Для уравнения (16) из соотношений (14) выписываем 
граничное условие , с учетом которого 
уравнение (16) имеет решение . Для урав-
нения (17) граничным условием будет 

                                                                     (19) 

Аналогично, второе уравнение Эйлера (12) распадает-
ся на следующие два уравнения с граничными усло-
виями, соответствующими (14): 

 

решением которого будет 

                                                 (20) 

и 

 

 

                                                     (21) 

Третье уравнение Эйлера, учитывая условия (14), так-
же приводит к двум краевым задачам: 

 

решением которой будет 

                                    (22) 

и 

 

4 2 2 2 2
0

24 2 2 2 2
( ( ))

( ( ))
r P C r D

DQ C
r Q C r D ψ

σ − +
+ =

+ +
, 

                                                     (23) 

Наконец, еще две краевые задачи вытекают из послед-
него уравнения Эйлера и условия (13): 

 

 

 

 

 

  (24) 
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где 

   (25) 

– решение первого уравнения (24). Таким образом, 
функции  и , являясь решениями задачи 
для несжимаемого материала, определяются соотно-
шениями (20), (22) и (25). Теперь последовательно 
решая уравнения (17) (с условием (19)), (21), (23) и 
(24), находим функции  и , выражения для 
которых здесь не приводятся из-за их громоздкости. 

Вспоминая, что единичная нормаль ко внешней 
поверхности цилиндра в текущей конфигурации опре-
деляется соотношением 

 

и учитывая выражения (9), (10), получаем 

                                            (26) 

Тогда, вводя ортонормальный базис 
 

                                                                        (27) 

который есть базис , повернутый на угол , тензор 
Фингера можно переписать в виде 

 

 

 

и компоненты тензора истинных напряжений (3) оп-
ределятся в базисе  следующими выражениями: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Подставляя соотношения (15) в эти выражения и раз-
лагая полученное в ряд по  в окрестности нуля, со-
храняя, в силу слабой сжимаемости материала, только 
линейные слагаемые, получаем окончательно: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                        (28) 

где . Отметим, что перемещение  
(20), которое является решением нулевого порядка по 
отношению к , и напряжение  (28), 
соответствующее этому перемещению для несжимае-
мого материала, известные решения, также как и соот-
ношения (22) для  и (28) для . 

Примечание. Если граничные условия, заданные в 
рассмотренной задаче на внутренней поверхности, 
определить для внешней, а заданные для внешней пе-
ренести на внутреннюю, то все полученные результа-
ты останутся в силе при замене  на  и наоборот. 

3.2. О корректности полученных решений 

Из соотношений Коши  для внутренней 
поверхности цилиндра, для которой  (26), 
(27), следует, что 

 

Принимая во внимание последнее выражение (24) и 
решение (25), можно легко показать, что 

. Тогда нормальная компонента век-
тора  в соотношении Коши равна приложенному в 
текущей конфигурации давлению , что подтвержда-
ет правильность полученного решения. 

Другой проверкой корректности решения является 
редукция результатов, полученных в рамках теории 
конечных деформаций, на малые и сравнение их с ре-
шениями, построенными непосредственно в рамках 
теории малых деформаций. 

Редукция полученных решений на малые деформа-
ции основана на следующей подходе. Малое различие 
между начальной конфигурацией, определяемой ради-
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ус-вектором , и актуальной с радиус-вектором  
формализуется соотношением 

 

где  – вектор перемещений и  – малый положитель-
ный параметр. Для слабосжимаемых материалов эта 
формализация может быть переписана в виде 

 

где  определяет несжимаемый матери-
ал в текущей конфигурации, мало отличающейся от 
начальной. Второе слагаемое в скобках дает малую 
поправку к перемещению , учитывающую слабую 
сжимаемость материала. 

В рамках предположения о малости деформаций и 
слабой сжимаемости материала, все полученные в 
предыдущем разделе выражения необходимо привести 
к виду , где  – значение 

 в недеформированной конфигурации,  – прира-
щение  для несжимаемого материала, а  – по-
правка на слабую сжимаемость. Тогда в соотношениях 
(15)  и, так как 

, то  и .  и  
из этих выражений определяются как 

 

Подстановка полученных величин в соотношения (8) 
дает . Тогда получаем, что 

 и , а также, 
что . Отсюда можно 
заключить, что . Поэтому во всех 
выражениях предыдущего раздела к величинам 

 и  добавляется 
малый параметр  и сохраняются только члены перво-
го порядка малости по этому параметру. Эта процеду-
ра оставляет без изменения выражения для  (20) и 

 (22), тогда как соотношение (25) преобразуется, с 
учетом зависимостей (18) для  и , к виду 

. Уравнение (17) принимает вид 

 

и будет иметь решение 

                                                    (29) 

Уравнения (21) и (23) перепишутся в виде 

 

и решения их при заданных граничных условиях будут 
, а уравнение и граничные условия (24) 

примут вид 

 
откуда 

 

Подставляя эти величины в соотношения для состав-
ляющих тензора напряжений (28), получаем оконча-
тельно: 

 

 

 

 

                    (30) 

Здесь параметр  опущен. 
Решим теперь эту же задачу сразу в рамках линей-

ной теории упругости. Уравнения равновесия для осе-
симметричной задачи и обобщенной плоской дефор-
мации имеют вид 

 

 

Ненулевые компоненты тензора напряжений в законе 
Гука запишутся как: 

 

 

 

                      (31) 

Подстановка последних двух зависимостей в соответ-
ствующие уравнения равновесия дает решения (20) и 
(22) для граничных условий (5). Первое уравнение 
равновесия с учетом выражений для  и  имеет 
решение 

 

где постоянные  и  определяются из условий 

 

В результате получаем 
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и тогда 

 

Чтобы иметь корректные соотношения для состав-
ляющих тензора напряжений, содержащих линейные 

, мы сохранили в выражениях для  и  и члены 
второго порядка малости. Сравнение левых и правых 
частей , где  определяется соотношением 
(29), показывает, что редукция решения нелинейной 
задачи на малые деформации и решение, полученное 
непосредственно в рамках линейной теории упруго-
сти, совпадают. Подставляя полученные выражения 
для перемещений в выражения для напряжений (31), 
снова получаем соотношения (30). 

3.3. Численные результаты 
Решение задачи получено как функция заданных 

осевого  и окружного  перемещений внешней 
поверхности и внутреннего давления  в актуальной 
конфигурации. Рассматривался длинный полый ци-
линдр внутреннего радиуса  и внешнего 

 при следующих значениях констант 
материала, взятых из работы [2]: 

0 1 22( ) 1.0G k k= + = МПа, 1 2 01.495P p p G= + = , 

 

0 10
20

1 0.13 2α
χ

= = −  МПа 1− . 

Отметим, что для рассматриваемой задачи относи-
тельное изменение объема 

  (32) 

не должно превышать 2%, так как параметры материа-
ла определялись только в этой области. Из всех ком-
понент тензора истинных напряжений сдвиговые силы 

 и  наиболее информативны для целей настоя-
щей работы. На рис.1а приведены осевые усилия сдви-
га , рассчитанные по соотношениям (28) для внеш-
ней поверхности цилиндра ( ), как функции 
истинного внутреннего давления  при различных 
осевых смещениях  (кривые 1 – 5 соответствуют 
смещениям , , ,  и ) и 
углах закручивания  внешней поверхности. Так как 
кривые непрерывно и слабо зависят от угла закручи-
вания, они представлены только для предельных зна-
чений этого угла (  – сплошные линии, 

 – пунктирные). Кроме того, так как  за-
висит также и от , были вычислены эти усилия для 
различных значений  ( ) при фикси-
рованном модуле сдвига  MПa. Расчеты по-
казали слабую зависимость  от . Поэтому на 
рис.1а приведены результаты при . Как видно 
из этого рисунка при фиксированном осевом смеще-
нии внешней поверхности цилиндра  и внутреннем 
давлении , изменяющемся от нуля до 60 MПa, уси-

лие сдвига  должно быть увеличено в 1.5 - 1.7 раза, 
чтобы поддерживать заданное перемещение . И 
наоборот, если фиксирована сила , приложенная к 
внешней поверхности, осевое перемещение 

 при  (см. кривую 5, рис.1а) 
уменьшается до  при  MПa. Другими 
словами, внешняя поверхность цилиндра, стянутая в 
осевом направлении фиксированной силой, натягива-
ется обратно при приложении внутреннего давления. 

Все вышесказанное справедливо и для рис.1b, на 
котором представлена зависимость окружного усилия 
сдвига  от приложенного внутреннего давления  
при различных углах закручивания  (кривые 1 – 5 
соответствуют углам , , ,  и ) и предель-
ных осевых смещениях  внешней поверхности 
(  � сплошные линии,  � 
пунктирные линии). Здесь при заданном фиксирован-
ном угле закручивания  и внешнем давлении , 
возрастающем от нуля до 60 MПa, касательное усилие 

 должно быть увеличено в 1.5 - 1.8 раз, чтобы под-
держивать заданный угол закрутки . И наоборот, 
если фиксированы приложенные ко внешней поверх-
ности силы , угол закрутки  при  
(см. кривую 5, рис.1b) уменьшается до  при 

 MПa. Другими словами, внешняя поверх-
ность цилиндра, закрученная фиксированной силой, 
раскручивается при приложении внутреннего давле-
ния. 
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Рис 1. Зависимость осевых (a) и окружных (b) усилий сдвига 
при различных осевых смещениях и углах закручивания 
внешней поверхности 

Эти эффекты проявляются только при учете слабой 
сжимаемости материала. Если последний считается 
несжимаемым, т.е. для него , то, как следует из 
соотношений (28),  и  не зависят от давления. 
При этом условии  зависит только от кручения, а 
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 – только от осевого сдвига (см. (18)), т.е. в этих 
составляющих тензора напряжений нет перекрестного 
влияния кручения и осевого сдвига, проявляющегося в 
слабосжимаемом материале. Известный эффект Пойн-
тинга при  остается в силе:  зависит от кру-
чения. 

Эти эффекты объясняются значительным возраста-
нием «модуля сдвига» при сжатии (относительном 
изменении объема), что может быть принято и учтено 
только моделью слабосжимаемого материала и проил-
люстрировано на задаче с высоким гидростатическим 
давлением. 
Замечание. Главный момент сил  и главный вектор 
сил  на внешней и внутренней поверхностях долж-
ны быть равны и противоположны по знаку. Результа-
ты выполненных расчетов удовлетворяют этим требо-
ваниям. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Для реальных слабосжимаемых упругих материа-
лов при конечных деформациях теоретически обнару-
жен эффект уменьшения перемещения в направлении 
сдвига при наложении давления и фиксированных 
усилиях сдвига. Эффект продемонстрирован на задаче 
о поведении длинного полого цилиндра, жесткая 
внешняя оболочка которого смещается в осевом и 

круговом направлениях по отношению к внутренней 
поверхности, нагруженной давлением. Оказалось, что 
внешняя поверхность цилиндра, закрученная в азиму-
тальном и сдвинутая в осевом направлениях фиксиро-
ванными силами, раскручивается и натягивается об-
ратно при приложении внутреннего давления. Этот 
эффект значительно сильнее известного эффекта 
Пойнтинга, проявляется только при учете слабой сжи-
маемости материала и объясняется значительным воз-
растанием «модуля сдвига» при сжатии (относитель-
ном изменении объема). 
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