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Аннотация 

Проведён анализ причин резкого увеличения средней кинетической энергии пылевых частиц в слабоионизи-
рованной газоразрядной плазме. Приведены аналитические уравнения движения пылевых частиц при рас-
смотрении плазменно-пылевой системы с точки зрения теории колебаний с учётом непостоянства заряда 
пылевой частицы. Обнаружена принципиальная возможность возникновения параметрического резонанса 
колебаний пылевых частиц и оценены условия его возникновения. Оказалось, что условие возникновения 
резонанса близко к условиям лабораторных экспериментов по пылевой плазме. 
 
APPLICATION OF THE THEORY OF PARAMETRIC RESONANCE TO THE STUDY PHENOMENA IN 

DUSTY PLASMA 

The analysis of the reasons of sharp increase in average kinetic energy of dust particles in a low-pressure discharge is 
carried out. The analytical equations of movement of dust particles are resulted by consideration of dust system from 
the point of view of the theory of fluctuations with the account of inconstancy of a charge of a dust particle. Basic 
possibility of occurrence of a parametrical resonance of fluctuations of dust particles is found out and conditions of 
its occurrence are estimated. It has appeared that a condition of occurrence of a resonance close to conditions of labo-
ratory experiments on dust plasma. 
 
 

1.  ВВЕДЕНИЕ 
Средняя кинетическая энергия пылевых частиц яв-

ляется важной величиной при исследовании различ-
ных процессов в пылевой плазме [1]. Ряд эксперимен-
тов [2-4] по пылевой плазме показал “разогрев” (уве-
личение кинетической энергии) пылевых частиц до 
температуры порядка десятков эВ, что на порядки 
превосходит температуры электронов, ионов и ней-
трального газа. Под температурой пылевых частиц 
имеется ввиду средняя кинетическая энергия движе-
ния пылевых частиц, а не температура поверхности 
пылинок.  

Кинетическая температура пылинок определяется 
балансом “нагрева” и “охлаждения” пылевых частиц. 
Считается, что охлаждение главным образом обуслов-
лено трением пылинок о нейтральный газ. Столкнове-
ния с нейтральным газом комнатной температуры ра-
зогревают пылевые частицы только до комнатной тем-
пературы, а в эксперименте наблюдается “разогрев” 
пылинок до температур на несколько порядков больше 
комнатной температуры. В литературе представлено 
множество механизмов для объяснения высокой кине-
тической температуры пылевых частиц. Однако учёт 
флуктуаций электростатического поля в плазме и 
флуктуаций заряда пылинок, взаимодействие стохас-
тических флуктуаций заряда пылинок с электрическим 
полем, флуктуаций концентрации ионов, запаздывание 
зарядки пылинки в постоянном поле не даёт объясне-
ния “аномального разогрева” пылевых частиц до на-
блюдаемых в эксперименте кинетических температур. 
В этой связи большой интерес представляет механизм 
“разогрева” пылевых частиц.  

В настоящей работе предложена модель развития 
резонанса пылевых колебаний за счёт перекачки энер-

гии от газового разряда к системе колеблющихся пы-
левых частиц через изменение заряда пылинок и воз-
никновения резонанса. Работа построена следующим 
образом. Во втором разделе проанализированы меха-
низмы “разогрева” пылевых частиц и сделаны оценки 
получающейся кинетической температуры пылевых 
частиц и условий “разогрева”. В третьем – уравнения 
движения пылевых частиц в приэлектродном слое и 
оценка условия возникновения резонанса. Последний 
раздел посвящён обсуждению возможности описания 
плазменно-пылевой системы методом атомистическо-
го моделирования. 

2. АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ “РАЗОГРЕВА” 
ПЫЛЕВЫХ ЧАСТИЦ 

2.1. Флуктуация электростатического поля 
Флуктуации электростатического поля в плазме 

могут приводить к разогреву пылинок [5,6]. Для разо-
грева пылевых частиц флуктуации должны удовлетво-
рять ряду условий. Во-первых, только флуктуации на 
частотах близких к плазменной частоте пылевой ком-
поненты ( )1 22 24p pn Z e mω π=  могут значительно 
влиять на движение пылинок. Здесь pn  − концентра-
ция пылевых частиц; 0Z Q e=  − среднее зарядовое 
число пылевых частиц; 0Q  − заряд пылинки; e  − за-
ряд электрона; m  − масса пылинки. Для типичного 
эксперимента над плазменным кристаллом [1−4, 15] 

2 10Гцpω π ∼ . Во-вторых, флуктуации должны быть 
коротковолновыми, чтобы по-разному влиять на со-
седние пылинки, создавая некогерентные колебания. 
В-третьих, флуктуации должны происходить в месте 
нахождения пылевых частиц. Для плазменно-пылевого 
эксперимента в плазме ВЧ разряда в условиях сильно-
го гравитационного поля флуктуации нужно рассмат-
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ривать в приэлектродном слое, где пылинки левити-
руют в сильном электрическом поле.  

Разогрев пылевой частицы за счёт флуктуаций 
электрического вблизи пылевой частицы рассматрива-
ется в [6]:  
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где 0E  − электрическое поле в точке равновесия пы-
левой частицы; ,E Eσ δ  − характерное время и харак-
терная амплитуда флуктуаций электрического поля; 

frυ  − коэффициент силы трения пылинки о нейтраль-
ные атомы газа. Для рассматриваемых условий 

410 эВETδ
−≈ . 

2.2. Электростатические колебания ионов и 
электронов 
В работе [5] показана способность пылевой части-

цы приобретать дополнительную стохастическую ки-
нетическую энергию за счёт электростатических коле-
баний ионов и электронов. Численные исследования 
показали, что для условий лабораторного эксперимен-
та по пылевой плазме газовых разрядов определяющее 
влияние на величину энергии, приобретаемой макро-
частицей, оказывает ионная компонента. При этом 
кинетическая температура пылевой частицы, индуци-
рованная рассмотренным механизмом, может заметно 
превышать температуру окружающего газа, но всё же 
оказывается значительно меньше экспериментальных 
значений. Полученную оценку можно рассматривать 
как минимальную кинетическую температуру пылевой 
частицы в квазиравновесной плазме для условий, ко-
гда не происходит развития различных плазменно-
пылевых неустойчивостей. Влияние флуктуаций элек-
тростатических колебаний ионов и электронов элек-
трического поля на температуру частиц было также 
рассмотрено в работе [6]. К сожалению, полученная 
оценка оказалась на пять порядков меньше измерен-
ной в [2] кинетической температуры пылевых частиц. 

Кинетическая температура, приобретаемая уеди-
нённой пылевой частицей в слабоионизированной га-
зоразрядной плазме за счёт электростатических коле-
баний ионов и электронов, описываемая в [5]:  
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где frυ  − коэффициент силы трения пылинки о ней-

тральный газ; , , ,p p p pnm Tω υ ( ,p e i= ) - масса, плаз-
менная частота, температура и частота столкновения с 
нейтралами электрона или иона, соответственно. 
Больший вклад в разогрев пылевых частиц вносят 
электростатические колебания ионов. Для стандарт-
ных условий лабораторного эксперимента по пылевой 
плазме (п.2.5) 0.05dT ≈  эВ. 

2.3. Флуктуация концентрации ионов 
Флуктуации в приэлектродном слое могут возни-

кать из-за ионов, двигающихся за пылинкой. В работе 
[2] рассмотрено влияние флуктуаций концентрации 

ионов на “разогрев” пылевой частицы. Однако экспе-
римент [2] не обнаружил корреляции между флуктуа-
циями концентрации ионов и кинетической темпера-
турой пылевой компоненты. Это говорит о малости 
или отсутствии вклада такого типа флуктуации в разо-
грев пылевой частицы. 

2.4. Флуктуация заряда пылевой частицы в плазме 
Также возможен механизм нагрева пылевых час-

тиц, основанный на взаимодействии флуктуирующего 
заряда с электрическим полем в приэлектродном слое. 
Считается, что случайные флуктуации заряда будут 
происходить на любой пылинке, вброшенной в плаз-
му, из-за дискретности потоков электронов и ионов на 
частицу. Было предположено, что спектр этих флук-
туаций будет иметь значительную низкочастотную 
компоненту [7]. Флуктуация заряда пылевой частицы 
создаёт флуктуацию электрической силы, удержи-
вающей пылинку от падения на электрод. Флуктуиру-
ющая сила в свою очередь может приводить к случай-
ным движениям частицы, а соответственно и к нагреву 
частицы [6]. Однако кинетическая температура пыле-
вой частицы, индуцированная рассмотренным меха-
низмом, оказалась на два порядка меньше измеренной 
в эксперименте. 

Разогрев пылевой частицы за счёт случайных флук-
туаций заряды пылевой частицы рассматривается в 
[6]:  
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где ,Q Qσ δ  − характерное время и характерная ампли-
туда заряда пылинки. Для рассматриваемых условий 

0.1эВQTδ ≈ . 

Рассмотрим влияние флуктуаций заряда на воз-
можность резонанса. Пылевые частицы колеблются с 
частотой 10Гцω ≈ , а характерное время зарядки 

60.4 10 сτ −≈ × . В работе [7] показывают, что амплиту-
да спектра флуктуационного шума падает по зависи-
мости 2f −  для 0.024fτ > , где f  – частота флуктуа-
ций, и большая часть энергии находится в области 
значений 0.024fτ < . Для рассматриваемого случая в 
диапазоне частот 1 1 6 10.024 2.5 10 cfτ τ− − −⋅ < < ≈ ×  
амплитуда спектра флуктуационного шума  падает по 
зависимости 2f − , а для 1 4 10.024 6 10 cf τ − −< ⋅ ≈ ×  за-
висимость амплитуды спектра от частоты не опреде-
лена. Для стандартных условий плазменно-пылевого 
эксперимента 50.4 10 0.024ωτ −≈ × � . Таким образом, 
такое влияние теоретически возможно.  

2.5. Колебание заряда пылинки и конечность 
времени зарядки 
Тот факт, что заряд пылинки зависит от её положе-

ния также влияет на кинетическую температуру пыле-
вых частиц. В работах [3,8] рассматривается механизм 
нагрева пылевых частиц, основанный на конечности 
времени зарядки частицы. Данная нестабильность обу-
словлена несовпадением реального заряда и его рав-
новесного значения в конкретной точке плазмы, а 
также разностью фаз колебаний частицы и колебаний 
заряда. 
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В статье [3] рассматривается запаздывание в заряд-
ке для частицы движущейся в постоянном поле, одна-
ко авторы не получают значение температуры близкое 
к экспериментальному значению. 

Для определения характерной кинетической тем-
пературы пылевой частицы в плазме можно написать 
уравнения баланса энергии для модели получения 
энергии из-за конечности времени зарядки. Баланс 
энергий для пылевой частицы, заряд которой флуктуи-
рует и регулярно меняется в зависимости от положения 
по вертикали, с учётом конечного времени зарядки: 

 2 n n n
loss d d

n

m v P
W r v L

k T
π

⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅
, (1) 

 gainW Q E L= ∆ ⋅ ⋅ , (2) 

где lossW  − энергия, теряемая пылинкой из-за трения 
за период колебаний пылинки; gainW  − энергия, при-

обретаемая пылинкой за период; ,dv L  − средняя ско-
рость и амплитуда колебаний пылинки, соответствен-
но; Q∆  − средняя величина отклонения заряда пыле-

вой частицы от равновесного значения; , ,n n nm v T  − 
масса, средняя скорость и температура нейтрального 
газа. 

Оценки величины Q∆  и электрического поля E  
очень расплывчаты, разные оценки Q∆  различаются 
на много порядков [1, 7, 9−13]. Оценка кинетической 
температуры, получаемая из уравнения баланса энер-
гий, значительно меняется в зависимости от оценки 
физических величин, входящих в уравнение. 

В качестве условий стандартного плазменно-пыле-
вого эксперимента возьмём такие: газ Ar− , 0.05nP =  

Тор, 300nT = K, 10мкмdr = , 91.6 10 гm −= × , тогда 
8(1.5 10 )Эргloss dW v L−≈ × ⋅ ⋅ . Электрическое поле при-

электродного слоя разряда в месте левитирования пы-
левой частицы можно оценить как (30 1000)E ≈ ÷  
В/см [11−13]. Оценка наиболее сложна и наименее 
исследована и даёт результаты 2

00.5 10Q Q−∆ ≤ × ⋅  [8-

13] для 4
0 10Q e≈ . Таким образом, приравняв (1) и (2), 

получим оценку характерной кинетической темпера-
туры пылевых частиц 140эВdT ≤ . 

2.6. Взаимодействие различных колебательных 
процессов на движение пылевой частицы в 
плазме 
В работе [14] представлен наиболее полный час-

тотный анализ колебаний пылевых частиц в плазме с 
учётом конечного времени зарядки и изменения элек-
трического поля в приэлектродном слое. Рассмотрены 
регулярные и флуктуационные изменения заряда. По-
казано, что пока регулярные изменения усиливают 
затухание горизонтально распространяющихся волн в 
плазменно-пылевом кристалле, они также могут при-
вести к нестабильности вертикальных колебаний пы-
левой частицы. Стохастические изменения заряда, 
если они достаточно сильны, приводят к экспоненци-
альному росту обоих типов колебаний. Однако оценки 
условий возникновения неустойчивости не совпадают 
с результатами эксперимента, а оценки температуры в 
работе [14] не проводится, и непонятно, как это сде-

лать для данной модели. Кроме того, при решении 
уравнений делаются весьма сильные предположения 
(например: частота колебаний много больше частоты, 
соответствующей трению), которые могут не выпол-
няться для большинства экспериментов. 

Все рассмотренные в статье [14] виды горизон-
тальных колебаний существуют на частоте близкой к 
собственной частоте колебаний двух взаимодейст-
вующих пылевых частиц:  
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где оценка заряда пылинки 2 5
0 (10 10 ) ,Q e≈ ÷  среднего 

расстояния между частицами 110 см−∆ ≈ , длины эк-

ранирования 3 1(4 10 10 )scrr − −≈ × ÷ см. Характерную 
частоту вертикальных колебаний оценить гораздо 
сложнее из-за неизвестности точной динамики изме-
нения заряда пылевой частицы и электрического поля 
вблизи частицы при её вертикальных колебаниях: 

 
( ) 10 100 cvertic
QE

M
−

′
Ω = − ≤ ,  

где 1
0 (0 0.4) смQ Q −′ ≈ − ÷ , 12E′ ≈ В/см [12], 

2 5
0 (10 10 )Q e≈ ÷ . 
Однако оценённые в статье [14] условия возникно-

вения неустойчивости значительно отличаются от ре-
зультатов эксперимента [2, 3, 8]. 

Таким образом, ни один из предложенных на сего-
дня механизмов не даёт правильной оценки кинетиче-
ской температуры пылевых частиц и условий развития 
“аномального разогрева” пылевых частиц. Также они 
не объясняют различие кинетических энергий верти-
кальных и горизонтальных колебаний. 

3. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ РЕЗОНАНС 
КОЛЕБАНИЙ ПЫЛЕВЫХ ЧАСТИЦ В 
ПЛАЗМЕ 

3.1. Уравнение движения пылевых частиц 
В экспериментах по пылевой плазме часто реали-

зуется ситуация, когда пылевые частицы взаимодейст-
вуют сильно, образуя при этом кристаллическую 
структуру. Колебание пылинок в кристаллической 
структуре удобно рассмотреть в рамках теории коле-
баний. В частности, причина явления “аномального 
разогрева” пылевых частиц может быть в появлении 
резонанса колебаний пылевых частиц. 

В ходе исследования механизма “разогрева” пыле-
вых частиц для определения возможности резонанса 
проанализированы частотные интервалы различных 
колебательных степеней свободы плазменно-пылевой 
системы и воздействий на неё: диапазон собственных 
частот колебания вертикальных колебаний пылинки в 
приэлектродном слое; диапазон собственных частот 
горизонтальных колебания частицы в поле-ловушке; 
диапазон собственных частот колебания пылинки в 
цепочке пылевых частиц; диапазон собственных час-
тот колебания пылевых частиц в численном модели-
ровании двумерного кластера пылевых частиц, взаи-
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модействующих по экранированному кулоновскому 
потенциалу; диапазон частот флуктуации заряда пыле-
вой частицы; диапазон характерных частот внешнего 
поля ВЧ разряда; диапазон электронной, ионной и пы-
левой плазменной частоты (рис. 1). В силу перекрытия 
отдельных интервалов частот с интервалом собствен-
ных частот можно указать на возможность параметри-
ческого резонанса [15], который может объяснить рез-
кое увеличение кинетической температуры пылевой 
компоненты плазмы. 

 

Рис. 1. Диапазон частот различных колебательных процессов 
в пылевой плазме: 0 – диапазон частот колебания пылевых 
частиц в лабораторном эксперименте; 1 – диапазон элек-
тронной плазменной частоты; 2 – диапазон ионной плазмен-
ной частоты; 3 – диапазон плазменной частоты пылевой 
компоненты; 4 – характерная частота внешнего поля ВЧ 
разряда; 5 – диапазон частот колебания пылевых частиц в 
численном моделировании; 6 – диапазон частот флуктуации 
заряда пылевой частицы; 7 – диапазон частот колебания 
вертикальных колебаний пылинки в приэлектродном слое;8 
– диапазон частот горизонтальных колебания частицы в 
поле-ловушке;9 – диапазон частот колебания пылинки в 
цепочке пылевых частиц 

В простейшей системе уравнений (3) движения 
пылевых частиц в приэлектродном слое газового раз-
ряда будем учитывать, градиент электрического поля в 
вертикальном направлении, изменение заряда при 
движение в вертикальном градиенте электрического 
поля и влияние заряженных пылинок при движение в 
горизонтальном направление. Трением пылинок о час-
тицы нейтрального газа можно пренебречь для кри-
сталлического состояния системы пылинок, но должно 
быть учтено для случая расплавленного пылевого кри-
сталла. Трением о ионы и электроны пренебрегаем из-
за малого числа ионов и электронов по сравнению с 
нейтральными частицами газа. Флуктуациями заряда 
пренебрегаем из-за предположения об их малости [7] 
по сравнению с  колебаниями заряда при движении 
пылинок по вертикали и некогерентности с колеба-
ниями заряда.  

Колебание заряда при движении по вертикали 
предположим линейным в силу малости колебаний 
пылинки по вертикали в кристаллическом состоянии 
кластера пылинок. Пренебрегаем также и другими 
незначительными для рассматриваемого случая эф-
фектами. При учёте предположений построена систе-
ма уравнений: 
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 − собст-

венная частота горизонтальных колебаний пылевой 
частицы в цепочке пылинок, взаимодействующих по 
экранированному кулоновскому потенциалу 

( ) ( )( ) expU r A r kr= − , вторые слагаемые уравнений 
отвечают за трение о нейтральный газ.  

Пылевые частицы обладают большой массой, по-
этому зависают в приэлектродной области, где элек-
трическое поле достаточно велико, чтобы компенси-
ровать силу тяжести. В приэлектродной области на-
блюдается значительный градиент электрического 
поля и концентраций ионов и электронов, а соответст-
венно следует ожидать градиент заряда пылевых час-
тиц, определяемый внешними потоками заряженных 
частиц. Таким образом, заряд пылевой частицы меня-
ется не только за счёт флуктуаций, но и за счёт верти-
кальных колебаний пылинки. Логично предположить, 
что частота колебания заряда будет соответствовать 
частоте колебания пылевой частицы по вертикали, 
которая может быть равна собственной частоте гори-
зонтальных колебаний заряженных пылинок (рис. 1). 
Тут и появляется возможность параметрического ре-
зонанса, где параметром является заряд пылевой час-
тицы. 
3.2. Оценка условие возникновения 

параметрического резонанса 
Случай наиболее сильного резонанса может на-

блюдаться при 2v DLΩ ≈ Ω  [15], тогда условие возник-
новения параметрического резонанса можно сформу-

лировать, как 02
DL

fr Q Qυ δ
Ω

< . При оценке коэф-

фициента силы трения frυ , собственной частоты гори-

зонтальных колебаний DLΩ , равновесного заряда 0Q , 
и амплитуды колебаний заряда Qδ  как в п.2.5 и п.2.6  
можно получить давление возникновения неустойчи-
вости 5Паp <  при стандартных условиях экспери-
мента (п. 2.5) по пылевой плазме. Таким образом, дав-
ление возникновения неустойчивости получается 
близким к результатам экспериментов [2, 3, 8] по 
“аномальному разогреву” пылевых частиц в плазме.  

Однако данная методика не позволяет оценить ки-
нетическую температуру пылевой компоненты плазмы 
без полного знания о многочисленных нелинейностях 
колебаний пылевых частиц и параметров приэлек-
тродного слоя при увеличении амплитуды колебаний 
пылинок. 

4. ВОЗМОЖНОСТЬ ОПИСАНИЯ ПЫЛЕВОГО 
КЛАСТЕРА АТОМИСТИЧЕСКИМ 
МОДЕЛИРОВАНИЕМ 

Считается, что динамику системы плазменно-пыле-
вых частиц можно описать методом атомистического 
моделирования. Однако при рассмотрении явления 
“аномального” разогрева ни один из предложенных 
механизмов не даёт кинетической энергии близкой к 
экспериментально измеренной. Учёт взаимодействия 
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различных линейных колебательных процессов не 
позволяет оценить кинетическую температуру, но по-
зволяет предсказать различные неустойчивые колеба-
ния на частотах отличных от собственной частоты 
потенциала взаимодействия пылинок в плазме. Таким 
образом, упомянутое выше описание системы пыле-
вых частиц в терминах теории колебаний демонстри-
рует, что спектр колебаний пылевых частиц может 
определяться не только потенциалом взаимодействия, 
а ещё и  особенностями колебательной системы. Сле-
довательно, простая атомистическая модель системы 
пылевых частиц, взаимодействующих по потенциалу 
Юкавы в некотором приближении применима для 
описания только структурных свойств плазменно-
пылевой системы, но не колебательного спектра и 
других динамических свойств. Для более полного 
описания динамики плазменно-пылевой системы ме-
тодом атомистического моделирования потребуется 
введение сложных эффектов изменения заряда пыли-
нок в зависимости от расположения и зарядов других 
пылинок и от расположения в приэлектродном слое, а 
также эффектов флуктуаций заряда, конечного време-
ни зарядки пылинки и нелинейностей возникающих во 
всех этих процессах при увеличении амплитуд коле-
баний пылевых частиц. Таким образом, аналогия 
плазменно-пылевого кристалла и твёрдого тела по-
ставлена под сомнение. 
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