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Аннотация 

В работе рассмотрены вопросы математического моделирования переходных течений на основе регуляризо-
ванной системы моментных уравнений R13 и численный метод для решения этой системы в двумерном слу-
чае. Показано, что система R13 позволяет получить заброс температуры за фронтом ударной волны при 
больших числах Маха, который не описывается в рамках уравнений Навье − Стокса. Особое внимание уделе-
но постановке граничных условий на твёрдой поверхности. Приведено решение нескольких тестовых задач 
для проверки работы этих граничных условий в течениях с малыми числами Кнудсена. 
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The article is devoted to mathematical modeling of rarefied flows in transitional regime using the regularized mo-
ment equations R13 and to numerical method for solution of the system in 2D. It was shown that the system R13 al-
lows to obtain the overheat behind a shock wave front for large Mach numbers which can not be obtained with Navi-
er − Stocks equations. Special attention was given to wall boundary conditions. Solutions of some test problems with 
small Knudsen number are shown for verification of these boundary conditions implementation. 

 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 

К настоящему времени достаточно хорошо иссле-
дованы системы уравнений, описывающие сплошную 
среду (уравнения Эйлера и Навье − Стокса) и накоплен 
обширный опыт численного моделирования на основе 
этих уравнений. Разреженные газы хорошо модели-
руются с помощью уравнения Больцмана или же ме-
тодом прямого моделирования Монте-Карло. Модели-
рование же переходных процессов вызывает опреде-
ленные трудности. 

С одной стороны моделирование процессов в пере-
ходных режимах с помощью уравнений Навье −  Сто-
кса (подход сплошной среды) не всегда приводят к 
физическим результатам. С другой стороны можно 
было бы производить моделирование с помощью 
Монте-Карло и уравнения Больцмана с учетом инте-
грала столкновений (корпускулярный подход). Но в 
этом случае необходима мощность вычислительной 
базы на несколько порядков большая, нежели при ис-
пользовании уравнений Навье − Стокса. 

Следует отметить, что переходный режим является 
неотъемлемой частью некоторых практических задач. 
Так, например, он встречается при входе летательного 
аппарата в верхние слои атмосферы, где достаточна 
велика средняя длина свободного пробега. С другой 
стороны прикладное значение этот режим имеет и при 
уменьшении характерного размера среды. Это акту-

ально для течений в микроканалах и микросоплах, где 
мала средняя длина свободного пробега, но при этом 
характерный размер вполне сравним с ней. 

С середины 20-го столетия активно развивается 
подход, при котором с помощью уравнения Больцмана 
выводится и решается система моментных уравнений 
(система законов сохранения сплошной среды), кото-
рая записывается относительно макропараметров и 
которая определенным образом моделирует поведение 
разреженного газа в переходной области [1]. Для ли-
неаризованного уравнения Больцмана существует 
также метод Чепмена − Энскога полиномиального раз-
ложения функции распределения [2]. 

В общем случае система моментных уравнений яв-
ляется бесконечномерной. Поэтому для получения 
конечной системы оставляют только определенное 
количество уравнений, а остальные отбрасываются. 
Входящие в полученную систему моменты высшего 
порядка выражаются через оставленные моменты с 
помощью некоторых замыкающих соотношений. Та-
кой подход впервые реализован Грэдом [3], где с ис-
пользованием простейших замыкающих соотношений 
получена система из 13 уравнений. 

В дальнейшем были предложены системы из два-
дцати, из двадцати шести и более уравнений. Также 
были предложены различные способы замыкания этих 
уравнений. Помимо подхода Грэда, пожалуй, наиболее 
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известным является подход Барнета замыкания систе-
мы моментных соотношений [4]. Получившаяся сис-
тема получила название системы Барнета. Но и эта 
система имеет существенный недостаток, который 
заключается в том, что при больших скоростях она 
приводит к нефизическим осцилляциям в решении. На 
протяжении долгого времени для систем уравнений 
Грэда и Барнета предлагались различные модифика-
ции, которые были направлены на устранение нефизи-
ческой природы получаемых результатов. В данной 
работе мы остановились на тринадцатимоментной 
системе Грэда с предложенной её модификацией [5]. 
Полученная система названа авторами «регуляризиро-
ванной системой Грэда» (или R13). Выбор системы 
именно из тринадцати моментов объясняется тем, что 
все переменные в этом случае имеют ясный физиче-
ский смысл (плотность, скорость, тензор напряжений, 
тепловые потоки). 

В настоящей работе для решения систем уравнений 
Грэда [3] и R13 [5] используется численный метод, 
который представляет собой вариант метода Годунова 
повышенного порядка точности [6] с использованием 
линейного восстановления параметров течения на рас-
четном слое. Потоки консервативных переменных 
через грани контрольного объема рассчитываются с 
помощью приближенного по методу HLL [7] решения 
задачи Римана. Для аппроксимации системы уравне-
ний по времени используется модифицированный яв-
но-неявный метод Рунге − Кутты 2-го порядка.  

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

2.1. Система моментных уравнений R13 
В качестве математической модели в данной рабо-

те была выбрана регуляризированная тринадцатимо-
ментная система уравнений Грэда (R13), предложен-
ная в работе [5]: 
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где плотность ρ , скорость iυ , давление p , тензор 
напряжений ijσ  и тепловой поток ( ), ,iq i x y z=  со-
ставляют тринадцать физических переменных, четыр-
надцатая переменная, температура T , связана с ос-
тальными с помощью уравнения состояния. Моменты 

более высокого порядка (новые члены в уравнениях по 
сравнению с системой Грэда [3]) имеют следующий 
вид: 
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Во всех соотношениях, приведённых выше, k, ко-
торая не является индексом, − постоянная Больцмана, 
а m – масса одной молекулы. Для двумерного случая 
(количество уравнений в этом случае уменьшается до 
девяти) эту систему уравнений можно записать в ди-
вергентном виде: 

( ) ( ) ( )div
U W

F W P W
t

∂
+ =

∂
, (4) 

где W – вектор физических переменных  

{ }, , , , , , , , T
x y x y x yW p p p q qρ υ υ σ= , 

x xxp σ= ,  y yyp σ= ,  xyσ σ= , 

( )x y z 3p p p p= + +  

Векторы U(W), F(W) и P(W) являются векторами 
консервативных переменных, потоков и релаксацион-
ных членов соответственно. Соотношения для них 
приведены ранее в работе [21,22]. 

2.2. Граничные условия на твёрдой стенке 
Попытку вывода граничных условий на твёрдой 

стенке для системы R13 впервые предприняли Gu и 
Emerson в работе [9]. В дальнейшем похожий метод 
использовали Struchtrup и Torrilhon для вывода своего 
варианта граничных условий [10] на твердой стенке. В 
обоих случаях был предложен вариант максвеллов-
ских граничных условий (аккомодационная модель 
Максвелла) [11]. Идея этой модели заключается в том, 
что часть молекул упруго (зеркально) отражается от 
стенки, сохраняя при этом модуль скорости (то есть 
функция распределения таких молекул остаётся неиз-
менной после соударения со стенкой). Остальные же 
молекулы «прилипают» к стенке и остаются на ней в 
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течение некоторого времени, по прошествии которого 
они покидают её с температурой стенки и скоростями, 
соответствующими функции распределения Максвел-
ла. Тогда функция распределения на стенке будет вы-
глядеть следующим образом: 

( )
( ) ( )
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где ( , , )w
x y zMf υ υ υ  − максвелловская функция распре-

деления, а коэффициент аккомодации α  как раз учи-
тывает число «прилипающих» к стенке молекул. Схе-
матично задание этой составной функции распределе-
ния изображено на рис. 1.  

 
Рис. 1. Схематичное представление аккомодационной моде-
ли Максвелла 

Для каждого момента на стенке должно выпол-
няться следующее соотношение:  
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где 1 2 ... ni i ic c c  − интегральный вес соответствующего 
момента. 

Используя составную функцию распределения, это 
равенство можно записать следующим образом: 

( )

( ) ( )

1 2

1 2

0

0

... , , d

    ... 1 , , d .

n
y

n
y

i i i x y z

w
i i i x y zM

c c c f

c c c f f

υ

υ

υ υ υ υ

α α υ υ υ υ

→

≥

→

≥

=

⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦

∫

∫
 

Тогда для того, чтобы получить условия для каж-
дого момента на стенке, необходимо произвести ин-
тегрирование данного равенства с учетом соответст-
вующего веса каждого момента. После интегрирова-
ния получаются следующие граничные условия [10]: 
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где yn  − нормаль к поверхности стенки, направленная 
внутрь газа; α  − коэффициент аккомодации поверх-
ности; F  − внешняя сила; wu  и wθ  − скорость и тем-
пература стенки соответственно; 

2 28 120
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p pα
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Уравнения для скорости, температуры, а также для 
моментов xyR , xxym  и yyym  представляют собой пять, 
так называемых, «кинетических» граничных условий. 
К сожалению, остальные интегралы обнуляются (ин-
тегралы для моментов, вес которых пропорционален 
четной степени перпендикулярной к стенке состав-
ляющей скорости молекул [3]). Первое соотношение 
определяет скорость проскальзывания на стенке, вто-
рое – скачок температуры. Остальные три граничных 
условия являются выражениями для моментов более 
высокого порядка (новых моментов по сравнению с 
тринадцатимоментной системой Грэда). Недостающие 
соотношения для остальных переменных можно взять 
из системы моментных уравнений R13 (1)−(3).  

3. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД 

3.1. Численный метод для системы R13 
Для аппроксимации системы уравнений (4) введем в 
расчетной области двумерную регулярную сетку, со-
стоящую из выпуклых четырехугольных ячеек. После 
интегрирования системы (4) по ячейке расчетной сет-
ки аппроксимация члена ( )div F  будет иметь вид 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
1div i j ij i j ijij ij

F F F F F
A + + − −≈ + + + , 

где 1 2i jF +  численный поток через грань между ячей-
ками с индексами 1,i j+  и ,i j , 

( )1 2 1 2i j x y i j
F yF xF+ +

= ∆ − ∆ . 

Для аппроксимации гиперболической части потока 
1 2i jF +  (которая соответствуют системе уравнений 

Грэда) используется приближенный HLL метод реше-
ния задачи Римана [7]: 

( )13 13 13
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b b b bF F F F U U
b b b+ ≈ = − + −

∆ ∆ ∆
, 

где индексы L и R соответствуют параметрам «слева» 
и «справа» от грани. Величины Lb  и Rb  определяются 
следующим образом: 

( ) ( )min 0, , max 0, ,L L R R R Lb a b a b b b= = ∆ = −  
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Характеристический анализ гиперболической части 
системы (1)–(3) проведен в работе [8]. В соответствии с 
этим анализом определяются максимальные скорости 
распространения возмущений влево и вправо от траек-
тории газовой частицы La  и Ra , которые определяются 
в соответствии с [7] следующим образом: 

max max
, ,,L n L R n RL Ra v c a v c= − = + , 

где maxc  задается эмпирической формулой 
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в которой 1,2P  определяются как собственные значе-
ния матрицы 
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а 1r  как собственный вектор, соответствующий 1P . В 
выражение для maxc  входят две эмпирические функции 
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max max
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25
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Второй порядок точности по пространству на глад-
ких решениях достигается использованием двумерных 
процедур восстановления [6] физических переменных 
внутри каждой расчетной ячейки. 

Для дискретизации «эллиптической» части уравне-
ний (диффузионных членов) используется обычная 
центрально-разностная аппроксимация. 

Для аппроксимации по времени используется мо-
дифицированный явно-неявный метод Рунге − Кутты 
второго порядка [12]: 

( ) ( ) ( )( )1 1divn nU U t F t P U= − ∆ + ∆ , 

( )( ) ( )( ) ( )1 11 11 div
2 2 2

n n nt tU U U F P U+ +∆ ∆
= + + + , 

т.е. член с ( )div F  аппроксимируется явно, а релакса-
ционный член – неявно. Поэтому в каждой ячейке на 
каждой стадии метода приходится решать систему 
нелинейных уравнений. Это не слишком сильно за-
медляет расчет, т.к. структура релаксационных членов 
позволяет легко разрешить эту нелинейную систему. 
Но такой подход позволяет снять жесткое ограничение 
на шаг по времени, связанное с релаксационными чле-
нами. 

3.2. Численная реализация граничных условий на 
твёрдой изотермической стенке 
Для моделирования твердой изотермической стен-

ки, как уже было сказано в разделе 2.2, необходимо 
решать систему, в которую входят кинетические гра-
ничные условия (5) и часть недостающих уравнений 
системы (1)–(3). Тогда полная система уравнений для 

постановки граничных условий выглядит следующим 
образом: 

,
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( )
12 ,y p yx

p w

q qq
x y y

µ
ρ

⎛ ⎞−∂
∆ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

 

где переменные, отмеченные индексом «w», являются 
параметрами на стенке, а отмеченные индексом «p» - 
параметрами в ближайшей по нормали к стенке рас-
чётной ячейке. Для решения этой системы использует-
ся метод простых итераций. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

4.1. Структура ударной волны 
Задача о структуре ударной волны была подробно 

рассмотрена в работе [21,22]. Там же были продемон-
стрированы результаты, которые показали преимуще-
ства регуляризированной тринадцатимоментной сис-
темы уравнений над оригинальной системой Грэда. В 
настоящей работе хотелось бы отметить еще одно дос-
тоинство рассмотренной системы уравнений. При мо-
делировании структуры ударной волны для достаточ-
но больших чисел Маха (для M > 3) в профиле темпе-
ратуры реализуется так называемый температурный 
заброс за фронтом ударной волны. На рис. 2 представ-
лены результаты, полученные с помощью системы 
R13, для различных чисел Маха. Виден рост экстре-
мума в температуре с ростом числа Маха. Температу-
ра на рис. 2 представлена в безразмерном виде, нор-
мировка производилась на значение температуры за 
фронтом ударной волны.  По оси абсцисс отложена 
пространственная координата, отнесённая к средней 
длине свободного пробега.  

Примечательно то, что этот феномен получен как в 
эксперименте, так и с помощью моделирования мето-
дом Монте-Карло [17, 16], а с помощью уравнений 
Навье − Стокса этого эффекта получить не удаётся. 

 
Рис. 2. Температурный заброс в структуре ударной волны с 
ростом числа Маха 

На рис.3 приведено сравнение экспериментальных 
данных Шмидта [17] и численных результатов, полу-
ченных на основе решения системы R13 при числе 
Маха M = 8.0. Данные на рис. 3 представлены в без-
размерном виде. По оси абсцисс отложена координата, 
отнесённая к средней длине свободного пробега, а по 
оси ординат − безразмерная плотность: 

ρ ρρ
ρ ρ

−∞

+∞ −∞

−
=

−
 

Профиль плотности, полученный с помощью сис-
темы R13, хорошо согласуется с экспериментальными 
данными. 

 
Рис. 3. Сравнение распределений плотности в ударной волне 
для числа Маха М = 8.0 

4.2. Задача взаимодействия ударной волны с теп-
ловой неоднородностью 
С целью показать отличие моментной системы 

уравнений от системы Навье − Стокса была рассмот-
рена двумерная задача о дифракции ударной волны на 
тепловой неоднородности. Расчетная область имеет 
размеры 5 2× . В начальный момент времени в 1.0x =  
задается ударная волна с числом Маха M = 2.0. Про-
филь ее определяется из решения соответствующей 
одномерной задачи. В точке с координатами (2.5, 1.0) 
находится центр тепловой неоднородности. Распреде-
ление безразмерной плотности внутри этой неодно-
родности имеет следующий вид:  

( )2 21 1.5exp 16 x yρ ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦   

На рис. 4 изображено распределение плотности в 
области в начальный момент времени. 

 
Рис. 4. Начальное распределение плотности 

Расчет производился для чисел Кнудсена 
0.01Kn = , 0.05Kn =  и 0.10Kn =  на расчетной сетке 

500 200×  ячеек. На рис. 5 и 6 изображены распреде-
ления плотности в области в момент времени 1.0t =  
для 0.01Kn =  и 0.10Kn =  соответственно. При числе 
Кнудсена 0.01Kn =  система R13 и система уравнений 
Навье − Стокса дают практически идентичные резуль-
таты. С ростом числа Кнудсена, то есть по мере про-
движения в сторону режима разреженного газа, начи-
нают расти различия. На рис. 7 и 8 изображены срав-
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нения профилей температуры и плотности, получен-
ных с помощью R13 и с помощью Навье − Стокса для 

0.10Kn = . 

 
Рис. 5. Распределение плотности в момент 1.0t =  для 

0.01Kn =  

 
Рис. 6. Распределение плотности в момент 1.0t =  для 

0.10Kn =  

 
Рис. 7. Профили плотности для R13 и Навье − Стокса при 

1.0y =  для 0.10Kn =  

4.3. Взаимодействие газового потока с твёрдой 
стенкой 
В качестве проверки реализации граничных усло-

вий для твёрдой стенки были рассмотрены течения 
плотного газа, для которых существует большое коли-
чество экспериментальных результатов, численных 
расчётов и аналитических решений. 

 
Рис. 8. Профили температуры для R13 и Навье − Стокса при 

1.0y =  для 0.10Kn =  

Первым тестом была выбрана задача нарастания 
пограничного слоя на плоской пластине в плотном 
газе. На плоскую изотермическую пластину набегает 
сверхзвуковой поток с числом Маха 2.0M = , давле-
нием 1p =  атм, температура стенки и температура 
потока равны 300 K. Было проведено сравнение ре-
зультатов расчетов с данными полученными на основе 
решения уравнений пограничного слоя методом [18]. 
Для сравнения были выбраны сечения течения, нахо-
дящиеся от кромки пластины на расстояниях 2.0 см, 
5.1 см и 12.1 см. Распределения скорости в этих сече-
ниях показаны на рис. 9. Результаты для профилей 
скорости полностью совпали с данными [18] для всех 
трёх сечений. Ниже, на рис. 10, представлены распре-
деления температуры (ширина пограничного слоя в 
температуре растёт с увеличением расстояния от 
кромки пластины). Различие в профилях температур 
незначительно и тем меньше, чем дальше сечение рас-
полагается от начала пластины. Это можно объяснить 
тем, что по мере удаления от передней кромки пла-
стины возмущение, вносимое в поток при обтекании 
передней кромки, затухает и течение стремится к ав-
томодельному виду. На рис. 10 сплошными линиями 
показаны результаты для R13, а пунктиром − данные 
[18]. 

 
Рис. 9. Профили скорости в пограничном слое для R13 

Вторым тестом была выбрана задача о течении 
плотного газа между двумя плоскими пластинами (те-
чение Пуазейля в плоском канале). Поток газа ини-
циируется разностью давлений на концах канала. Ана-
литическое решение для профиля скорости в течении 
Пуазейля хорошо известно [19]: 
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 ( ) ( )2 2

max max
21 ,

8
p hyu y u u

h lµ

⎡ ⎤ ∆⎛ ⎞= − =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

 
Рис. 10. Профили температуры для R13 и уравнений погра-
ничного слоя [18] 

Стационарное численное решение для системы R13 
было получено методом установления путем решения 
двумерной нестационарной задачи. На рис. 11 пред-
ставлено сравнение результатов расчётов и аналитиче-
ского решения для профиля продольной скорости. От-
метим несколько более замедленную скорость сходимо-
сти к стационарному решению, чем для системы Навье-
Стокса-Фурье. Одним из возможных решений является 
переход к неявному методу (например, [23]). 

 
Рис. 11. Сравнение профилей скорости R13 и аналитическо-
го решения для течения Пуазейля 

Из рисунка видно, что система уравнений R13 с 
граничными условиями, реализация которых описана 
в разделе 3.2, даёт хорошее совпадение с аналитиче-
ским решением. При этом проскальзывание и скачек 
температуры на стенке получаются пренебрежимо 
малыми. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе был рассмотрен подход, при кото-
ром модель сплошной среды используется для чис-
ленного исследования течений как плотного, так и 
разреженного газа. При этом в качестве математиче-
ской модели для описания поведения среды использу-
ется система моментных уравнений R13. 

В ходе данной работы был предложен и реализован 
численный метод решения системы моментных урав-
нений R13 для двумерного случая. Предложенный 

численный метод представляет собой вариант явного 
метода Годунова повышенного порядка точности с 
использованием линейного восстановления парамет-
ров течения на расчетном слое. Конвективные потоки 
консервативных переменных через грани контрольно-
го объема рассчитываются с помощью приближенного 
по методу HLL решения задачи Римана. Диффузион-
ные потоки определяются с помощью конечноразно-
стного подхода. Для аппроксимации системы уравне-
ний по времени используется модифицированный яв-
но-неявный метод Рунге − Кутты 2-го порядка.  

Решено несколько задач для тестирования предло-
женного метода. Эти задачи показали возможность 
применения данного подхода для расчета как сверх-
звуковых, так и дозвуковых течений в континуальной 
и в переходной области. В ходе решения описанных 
тестовых задач удалось показать преимущество сис-
темы R13 по сравнению с оригинальной системой 
Грэда и уравнениями Навье − Стокса. 

В ближайшие планы входит дальнейшее улучше-
ние работы граничных условий на твёрдой стенке для 
того, чтобы использовать полученный программный 
комплекс для расчёта более сложных задач, связанных 
с взаимодействием разреженного газа с твёрдой стен-
кой. В первую очередь, предполагается провести ис-
следование течений разреженного газа в каналах. В 
дальнейшем планируется усложнить математическую 
модель и перейти к численному моделированию высо-
коскоростных разреженных течений [24,25]. 
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