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Аннотация 

Целью данной работы является рассмотрение различных способов интегрирования уравнения переноса излучения в 
криволинейной цилиндрической геометрии. Вклад этой работы состоит в прояснение, какую именно численную 
ошибку вносит использование дивергентной и недивергентной конечно-разностных схем при решении в различных 
типах геометрии. 

 
RADIATION OF HEAT TRANSFER EQUATION DISCRETIZATION  

IN CYLINDRICAL COORDINATES 

The contribution of this work consists in comparing different methods of integrating the radiation heat transfer equation over 
elementary volume of the grid. The shown results make clearness what relative error is contributed using scheme is deduced 
from divergent or nondivergent form radiation heat transfer equation. Different types of geometries are explored: two dimen-
sional cylindrical geometry with orthogonal grid, axisymmetric model nozzle with curvilinear grid and, finally, axisymmetric 
two dimensional task, modeling sphere. In the last case comparison with the ray tracing method was made. 

 
 
1. ВВЕДЕНИЕ 

При решении уравнения переноса излучения в ци-
линдрической геометрии конечно-разностным спосо-
бом могут возникать значительные погрешности в ок-
рестности оси симметрии из-за наличия в дивергенции 
плотности потока излучения слагаемых вида 1 r . Учи-
тывая этот факт, авторы этой работы сочли разумным 
продемонстрировать поведение решения уравнения 
переноса излучения в цилиндрической геометрии при 
наличии высокотемпературной области на оси симмет-
рии, в геометрии, моделирующей сопло с тороидаль-
ным распределением температуры на его срезе и моде-
лирование переноса излучения тонком высокотемпера-
турном слое в окрестности поверхности сферы. 

2. ДИФФУЗИОННОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 
УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ 

Уравнение переноса селективного излучения в не-
рассеивающей среде в стационарном случае имеет вид  
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В приближении локально-термодинамического 
равновесия (1) можно переписать в виде  
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Далее рассматривается приближение оптически 
“серой” среды с постоянным коэффициентом погло-
щения. В P1-приближении метода сферических гармо-
ник (диффузионное приближение) уравнение (2) при-
нимает вид 

4div bJW
c
πκ ⎛= −⎜

⎝ ⎠
U ⎞
⎟   (3) 

Недостатки P1-приближения хорошо известны: ин-
тенсивности излучения аппроксимируется всего лишь 
двумя членами и, соответственно, точность такого 
приближения невысока, в особенности в оптической 
прозрачной среде. Но, зачастую, точности диффузион-
ного приближения хватает для оценки величины ра-
диационных потоков к поверхности, и , учитывая что 
данный способ не является времени затратным, иногда 
выбор в пользу диффузионного приближения является 
лучшей альтернативой. 

В настоящей работе уравнение (3) решается в раз-
личных типах геометрии (рис. 1−3). Двумерная цилин-
дрической геометрия с высокотемпературной обла-
стью на оси симметрии, изображенная на рис. 1, вы-
брана с целью исследования влияние сильно неодно-
родного по пространству распределения излучения на 
конечную величину плотности радиационных потоков.  

 
Рис. 1.  Цилиндр 

Цилиндрическое модельное сопло (рис. 2) с торои-
дальным распределением температуры выбрано для 
демонстрации влияние криволинейности сетки.  

Последний тип цилиндрической геометрии (рис. 3) 
с серпообразным высокотемпературным слоем вблизи 
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критической линии тока выбран в соответствии с тес-
товой задачей № 3 [1]. 

 
Рис. 2.  Модельное сопло 
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Рис. 3.  Геометрия, моделирующая сферу 

В двухмерной цилиндрической геометрии ( ) 
уравнение (3) принимает полудивергентный вид: 
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с ненулевой правой частью. Также возможно умно-
жить уравнение (4) на переменную  для обхода воз-
можной вычислительной неопределенности в окрест-
ности . В этом случае уравнение (4) принимает 
форму, математически эквивалентную (4): 
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где . Как правило, геометрия космических ап-
паратов достаточно сложна, и для получения удовле-
творительных результатов используются многоблоч-
ные сетки. Для упрощения и ортогонализации различ-
ных частей многоблочных сеток, применяется преоб-
разование координат. Цилиндрическое координаты 
( ) преобразуются в координаты 

UrΦ =

,r z ( ),ξ η заранее из-
вестным преобразованием аналитическим преобразо-
ванием , . Уравнение (4) в криво-
линейных координатах принимает вид [2] 
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или, принимая во внимание (5), 
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3. ПРОЦЕДУРА ДИСКРЕТИЗАЦИИ 

Как было упомянуто выше, для составления конеч-
но-разностной схемы используется метод конечных 
разностей. Вначале строится конечно-разностная схе-
ма для уравнения в некриволинейных координатах. В 
этих целях уравнение (4) интегрируется по цилиндри-

ческому объему 
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Соотношения (8) и (8.1) назовем конечно-
разностной схемой 1. Элементарный объем в коорди-
натах ( ),ξ η  преобразуется следующим образом: 
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= ∫ ∫ . Интегрируя уравнения (3) и (4) по 

этому объему, получаем две конечно разностные схе-
мы для геометрии в координатах ( ),ξ η . Для уравне-
ния (3) коэффициенты в (8) принимают вид 
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Для уравнения (4) коэффициент ,i jF  в (9) прини-
мает вид  
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Соотношения (8), (9.1)−(9.6) и (8), (9.1)−(9.5), (10) 
назовем конечно-разностная схема 2 и конечно-
разностная схема 3 соответственно. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Для сравнения конечно-разностных схем 1−3 было 
выбрано три типа геометрии и сеток, изображенных на 
рис. 1−3. 

4.1. Цилиндрическая двумерная геометрия  
В первом случае, конечно-разностные схемы 1−3 

тестируются на простой двумерной осесимметричной 
геометрии с высокотемпературной областью на оси 
симметрии. Температурное поле показано на рис. 4. 
Вычисления проводились для трех размерностей се-

ток: 50×150, 100×300 и 200×600. Сравнение результа-
тов проводилось по срезу объемной плотности энергии 
излучения и аксиальной проекции плотности радиаци-
онного потока вдоль прямой см. 5z =

 
Рис. 4.  Температурное поле 

Вычисления проводились в предположении “серо-
го” газа. Результаты, изображенные на рис. 5−8 соот-
ветствуют поглощению излучения в среде 110смκ −= . 
Сетки размерностью 100×300 и 200×600 узлов ото-
бражены на рис. 5, 6 и 7, 8 соответственно. 

Относительная ошибка вычислялась как максимум 
относительной разности между текущим и предыду-
щим итерационным шагом.  

 
Рис. 5. Объемная плотность энергии излучения, 710− Дж/см3

 
Рис. 6.  Радиальная составляющая плотность радиационного 
потока,  2Вт/см

Конечная относительная ошибка для всех результатов, 
представленных на рис.5 и 6 не хуже . Относи-
тельная ошибка конечно-разностных схем 2 и 3 по отноше-

55.0 10 %× −
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нию к конечно-разностной схеме 1 равна 7 % и 3 % для 
100×300 узлов (рис. 7), 2.3 % и 1.5 % для 200×600 узлов (рис. 
8) соответственно. 

 
Рис. 7. Объемная плотность энергии излучения, 710− Дж/см3 

 
Рис. 8. Радиальная составляющая плотность радиационного 
потока,  2Вт/см

Таким образом, мы можем заключить, что присут-
ствует ненулевая разница между конечно-разност-
ными схемами 1−3 на сетках фиксированной размер-
ности, но эта разница стремится к нулю при конкрети-
зации расчетной сетки.  

4.2. Модельное сопло 
Следующий тип геометрии, который выбран в ка-

честве тестового для схем 1−3, был двумерное осе-
симметричное модельное сопло (рис. 2), внешняя гра-
ница которого была образована двумя отрезками пря-
мых линий и двумя параболами. Как было упомянуто 
выше, этот тип геометрии был выбран с целью выяс-
нения влияния криволинейности расчетной сетки на 
получаемое решение.  

Температурное поле показано на рис. 9. Для обхо-
ждения возможных вычислительных особенностей в 
окрестностях “стыков” парабол, было предусмотрено 
аналитическое сгущение сетки. Вычисления были 
проведены для сеток размерностей 75×35, 150×75 и 
300×150 узлов вдоль оси z и y соответственно.  

 
Рис. 9.  Температурное поле, K 

Сравнение результатов проводилось по величине 
объемной плотности энергии излучения и аксиальной 
проекции плотности радиационного потока, падающе-
го на внешнюю границу сопла. На рис. 10−16 пред-
ставлены сравнительные графики объемной плотности 
энергии излучения и радиальной проекции плотности 
потока излучения для сеток различной степени под-
робности. На рис. 10−16 сплошная линия с кругами 
соответствует конечно-разностной схеме 2, треуголь-
ники – конечно-разностной схеме 3. Расчеты проведе-
ны при коэффициенте поглощения см1κ = −1.  

 
Рис. 10. Объемная плотность энергии излучения, 710− Дж/см3, 

1κ = см−1

 
 

Рис. 11. Объемная плотность энергии излучения, 710− Дж/см3, 
сетка 75×35 

Из-за наличия криволинейности в этом типе сетки, 
конечно-разностная схема 1 больше не применима. 
Конечно-разностные схемы 2 и 3 сравнивались по 
значению объемной плотности энергии излучения. 
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Рис. 12. Радиальная составляющая плотность радиационного 
потока, , сетка 75×35 2Вт/см

 
Рис. 13. Объемная плотность энергии излучения, 710− Дж/см3, 
сетка 150×75 

 
Рис. 14. Радиальная составляющая плотность радиационного 
потока, , сетка 150×75 2Вт/см

 
Рис. 15. Объемная плотность энергии излучения, 710− Дж/см3, 
сетка 300×150 

 
Рис. 16. Радиальная составляющая плотность радиационного 
потока, , сетка 300×150 2Вт/см

Относительное различие конечно-разностой схемы 
2 по отношению к конечно-разностой схеме 3 
составила 5.6 % для сетки 75×35 узлов (рис. 11), 2.4 % 
для сетки 150×75 узлов (рис. 13) и 0.2 % для сетки 
300×150 узлов (рис. 15) соответственно. Таким обра-
зом, мы можем заключить, что конечно-разностные 
схемы 2 и 3 при наличии криволинейности в схеме 
дают удовлетворительную относительную ошибку 
только на подробных расчетных сетках. Более того, 
конечно-разностная схема 3 области “стыков” блоков 
расчетной сетки дает более гладкие результаты, чем 
схема 3. 

4.3. Криволинейная геометрия, моделирующая 
сферу  
Тип геометрии и расчетная сетка показаны на 

рис. 3. Размерность сетки 61×141. Распределение тем-
пературы показано на рис. 17. Объемная плотность 
энергии излучения, вычисленная при постоянном по 
пространству коэффициенте поглощения 1κ = см−1, 
изображена на рис. 18.  
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Рис. 17.  Температурное поле, K 

 
Рис 18. Объемная плотность энергии излучения, эрг/см3, 

см1κ = −1

Сравнение результатов конечно-разностных схем 2 
и 3 было проведено для плотности радиационного по-
тока, падающего на поверхность сферы (рис. 19). 

 
Рис. 19. Плотность радиационного потока, , сетка 
61×141 

2Вт/см

Максимальная относительная ошибка достигается 
в передней критической точке ( ) и по абсо-
лютной величине достигает 200 Вт. Полученный ре-
зультат был сопоставлен с результатом метода дис-

кретных направлений. Данное сравнение показано на 
рис.

37 10 %−×

 20. Максимальная относительная ошибка состави-
ла 14 . .8%

 
Рис. 20. Плотность радиационного потока, , сетка 
61×141. Сравнение метода дискретных направлений и P

2Вт/см
1-

приближения МСГ 

Мощность радиационного тепловыделения изо-
бражена на рис. 21. Видно, что подавляющая часть 
тепла выделяется в приграничном ударном слое – 
примерно 100 Вт/см2. Непосредственно за ударным 
слоем тепловыделение, обусловленное радиационны-
ми процессами, меняет знак. 

 
Рис. 21. Мощность тепловыделения в объеме, Дж/см3, 

1κ = см−1

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведенные вычисления показали, что существу-
ет различие между результатами, к которым приводит 
использование различных конечно-разностных схем, 
соответствующих дивергентной и недивергентной 
формам уравнения переноса излучения в цилиндриче-
ской геометрии. Относительная ошибка уменьшается 
при увеличении детализации сетки. Таким образом, 
очень важно определить размерность сетки, при кото-
ром влияние недивергентности конечно-разностной 
схемы будет некритичным.  

Было замечено, что конечно-разностная схема со 
слагаемым вида 1 r  в свободном члене имеет сущест-
венно меньшую скорость сходимости по сравнению с 
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конечно-разностной схемой, которая выведена при 
умножении уравнения переноса излучения на расстоя-
ние до оси симметрии, в особенности на детальных 
сетках.  
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