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Abstract 

The aim of this work is to build an adequate model for calculating the bulk viscosity in carbon 

dioxide and to evaluate its contribution to the normal mean stress under various conditions. 

Bulk viscosity characterizes the finite time of energy exchange between the translational and 

internal degrees of freedom 

Bulk viscosity in carbon dioxide is considered in the one-temperature approximation devel-

oped using the Chapman ‒ Enskog method taking into account the rotational and vibrational 

degrees of freedom, as well as complex mechanisms of vibrational relaxation including intra-

and inter-mode vibrational energy transitions. Chemical reactions are not included to the mod-

el. 

Two models for the bulk viscosity coefficient in CO2 are considered: the model based on the 

exact kinetic theory methods, as well as the model representing the bulk viscosity coefficient 

as a sum of independent contributions of rotational and vibrational degrees of freedom. The 

latter model predicts that in carbon dioxide at room temperature, the bulk viscosity coefficient 

may exceed that of shear viscosity by several orders of magnitude and, thus, make a significant 

contribution to the stress tensor. In this work, it is shown that the use of a consistent theoretical 

approach does not allow separating the bulk viscosity into independent rotational and vibra-

tional contributions. Vibrational relaxation times are evaluated using different models. 

Keywords: kinetic theory, bulk viscosity, carbon dioxide. 
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Аннотация 

 Целью настоящей работы является построение адекватной модели расчета объем-

ной вязкости в углекислом газе и оценка ее вклада в нормальное напряжение при раз-

личных условиях. Объемная вязкость характеризует конечное время передачи энергии 

между поступательным движением частиц и внутренними степенями свободы.  

 В работе в однотемпературном приближении с помощью метода Чепмена-Энскога 

рассматривается объемная вязкость углекислого газа с учетом вращательных и колеба-

тельных степеней свободы, а также сложных механизмов колебательной релаксации, 

включая внутри- и межмодовые переходы колебательной энергии. Химические реакции 

в модели не учитываются.  

 Рассматриваются две модели для коэффициента объемной вязкости в СО2: мо-

дель, основанная на методах точной кинетической теории, а также модель, представ-

ляющая коэффициент объемной вязкости в виде суммы независимых вкладов враща-

тельных и колебательных степеней свободы. Последняя модель предсказывает, что в 

углекислом газе при комнатной температуре объемная вязкость может на несколько по-

рядков превышать сдвиговую вязкость и, таким образом, вносить значительный вклад в 

тензор напряжений. В данной работе показано, что применение последовательного тео-

ретического подхода не позволяет разделить объемную вязкость на независимые вклады 

вращательных и колебательных степеней свободы. Также проведен расчет времени ко-

лебательной релаксации на основании различных моделей. 

Ключевые слова: кинетическая теория, объемная вязкость, углекислый газ. 

1. Введение 

Настоящая работа посвящена исследованию объемной вязкости в углекислом газе. 

Объемная вязкость возникает вследствие конечного времени передачи энергии между по-

ступательным движением частиц и внутренними степенями свободы. Ряд научных коллек-

тивов занимается экспериментальными [1‒4] и теоретическими исследованиями объемной 

вязкости [5‒13]. Особый интерес представляет изучение объемной вязкости в CO2, так как 

его сложная молекулярная структура и множественные механизмы релаксации внутренней 

энергии [14‒16] могут существенно влиять на транспортные свойства. 

До недавнего времени в вычислительной гидродинамике объемная вязкость полага-

лась пренебрежимо малой. Несколько лет назад в работе [17] было показано, что при ком-

натной температуре объемная вязкость в углекислом газе может быть в сотни и тысячи раз 

больше, чем сдвиговая вязкость и, как следствие, вносить значительный вклад в тензор на-

пряжений. Это предположение было использовано в [18] для изучения структуры ударной 

волны, были найдены некоторые интересные особенности распределения гидродинамиче-

ских переменных. С другой стороны, в [19, 20] эти результаты не были подтверждены. Та-

ким образом, на данный момент не существует единого мнения по поводу поведения объ-

емной вязкости в CO2. 
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Целью настоящей работы является получение достоверной информации о коэффици-

енте объемной вязкости в углекислом газе при различных условиях методами кинетической 

теории. Объемная вязкость рассчитывается с учетом связанных колебательных мод CO2, а 

также сложных механизмов колебательной релаксации, включая внутри- и межмодовые ко-

лебательные энергетические переходы. Химические реакции не включены в кинетическую 

схему, так как нас интересуют свойства однокомпонентного газа. Для получения теоретиче-

ской модели применяется однотемпературное приближение модифицированного метода 

Чепмена ‒ Энскога; для получения предварительных количественных результатов исполь-

зуются некоторые упрощения. Предложен метод расчета времени колебательной релакса-

ции. Результаты сравниваются с данными, полученными в [17]; оценивается вклад враща-

тельных и колебательных степеней свободы в объемную вязкость.  

2. Модель кинетики 

Однотемпературное приближение кинетической теории строится для случая слабого 

отклонения от полного равновесия, когда существует следующая связь между характерны-

ми временами процессов [9]: 

 tr rot vibr      (1) 

Здесь tr , rot , vibr  являются характерными временами релаксации поступательных, враща-

тельных и колебательных степеней свободы соответственно;   ‒ время изменения макро-

скопических параметров газа.  

При однотемпературном описании течения в отсутствии химических реакций система 

уравнений гидродинамики не содержит релаксационных уравнений и включает уравнения 

сохранения массы, импульса и энергии 
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dt
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Здесь   – плотность; v  – скорость газа; u  – внутренняя энергия единицы массы; P  – тен-

зор напряжений; q  – тепловой поток. Влияние обменов энергией между поступательными и 

внутренними степенями свободы в такой постановке проявляется в появлении дополни-

тельного коэффициента теплопроводности внутренней энергии в потоке тепла и коэффици-

ента объемной вязкости в диагональных членах тензора напряжений (см. следующий раз-

дел). Кроме того, при расчете удельной внутренней энергии u  необходимо учитывать 

вращательную и колебательную энергию молекул. 

CO2 - линейная трехатомная молекула [21], которая в основном электронном состоя-

нии имеет три колебательные моды: симметричную, деформационную и антисимметрич-

ную. Наличие трех колебательных мод вызывает различные обмены колебательной энерги-

ей внутри мод и между ними. Кроме того, ангармоничность колебаний приводит к тому, 

что моды не являются независимыми. Обозначим через 1 2 3i ,i ,i  колебательные квантовые 

числа, соответствующие симметричной, деформационной и антисимметричной модам. Вве-

дем также максимальные числа уровней 1 2 3L ,L ,L  в каждой моде, учитываемые при расче-

тах. Максимально возможные значения, соответствующие энергии диссоциации: 1L 31 , 

2L 63 , 3L 20  (при зафиксированных нижних состояниях остальных мод). Кроме того, 
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для оценки влияния числа возбужденных состояний на объемную вязкость мы будем зада-

вать другие комбинации 1 2 3L ,L ,L .  
Быстрыми неупругими процессами, приводящими к релаксации внутренней энергии 

и, следовательно, ответственными за появление объемной вязкости, являются вращатель-

ные и колебательные энергетические обмены. Анализ различных механизмов колебатель-

ной релаксации, выполненный в [20], показывает, что доминирующими являются следую-

щие каналы: 

VT2 – обмен колебательной и поступательной энергиями при столкновении с инерт-

ным партером  

    2 1 2 3 2 2 1 2 3 2CO i ,i , i CO CO i ,i 1,i CO    

Межмодовые VVm k  обмены колебательными квантами внутри одной молекулы 

VV1-2:    2 1 2 3 2 2 1 2 3 2CO i ,i , i CO CO i 1,i 2,i CO   , 

VV2-3:    2 1 2 3 2 2 1 2 3 2CO i ,i , i CO CO i ,i 3,i 1 CO   , 

VV1-2-3:    2 1 2 3 2 2 1 2 3 2CO i ,i , i CO CO i 1,i 1,i 1 CO     

Данные VV-обмены (особенно между симметричной и деформационной модами) 

близки к резонансным, поэтому их вероятность высока. Тем не менее, малый дефект резо-

нанса при VV-обменах должен приводить к тому, что их вклад в коэффициент объемной 

вязкости будет малым; этот факт проверен в дальнейших расчетах.  

3. Вычисление объемной вязкости 

При условии (1) тензор напряжений P  в первом приближении метода Чепме-

на ‒ Энскога выражается как [9] 

 2p     P I S vI , (2) 

где p  ‒ давление; S  ‒ бездивергентный тензор скоростей деформации; I ‒ единичный тен-

зор;  ,   ‒ коэффициенты сдвиговой и объемной вязкости. 

Для расчета коэффициентов переноса мы используем приближение первого порядка 

модифицированного метода Чепмена ‒ Энскога; алгоритм вычисления подробно обсуждает-

ся в [9].  

Коэффициенты сдвиговой   и объемной вязкости   для однокомпонентного газа в 

однотемпературном подходе получены в виде [9] 

 
(2,2)

5

8

kT
 


, (3) 

 

2

int

int V

ckT

c




 
  

 
 (4) 

Здесь (2,2)  ‒ интеграл столкновений, рассчитанный с использованием данных [22]; k  ‒ 

постоянная Больцмана; T  ‒ температура газа; int  ‒ интеграл столкновений, зависящий от 

дефекта резонанса внутренней энергии при быстрых неупругих столкновениях; 

intV tr rot vibr trc с c c c c      ‒ полная удельная теплоемкость при постоянном объеме; trс , rotc , 

vibrc  ‒ компоненты теплоемкости, соответствующие поступательной, вращательной и коле-

бательной энергии. 
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Интегральная скобка int  характеризует усредненное изменение внутренней энергии в 

результате наиболее частых неупругих столкновений [9] 

  
2

int
int 2    (5) 

Здесь безразмерное изменение внутренней энергии дается формулой 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 'int roti i i j k k k l i i i j k k k l i l k l ij kl vibr

kT kT

           
  

         
     , 

где j  ‒ вращательная энергия молекулы на j-ом уровне, штрихованные индексы соответ-

ствуют энергиям после столкновения. В обозначении внутренней энергии ij  для удобства 

вместо квантовых чисел ( 1 2 3i , i , i ) используется i для определения колебательного состоя-

ния. В данной работе для вращательной энергии используется модель жесткого ротатора; 

это позволяет разбить изменение энергии на два члена, соответствующие вращательной и 

колебательной энергии. 

Оператор осреднения вводится на основе функции распределения нулевого прибли-

жения, которая в однотемпературном подходе представляет собой максвелл-

больцмановское распределение по скорости и по внутренней энергии [9] 

    
1 2

2 2
int int 3 2 ' ' ' ' 2

2
' ' ' ' int

exp d d
2

ij kl ij i j k lkl
ijkl

ijkli j k l

s skT

m kT kTZ

 
   


    

        
   

   (6) 

Здесь ijs  ‒ внутренний статистический вес; intZ  ‒ внутренняя статистическая сумма; для 

жестких ротаторов int rot vibrZ Z Z ;   ‒ безразмерная относительная скорость; ' ' ' 'i j k l
ijkl ‒ диф-

ференциальное сечение неупругого столкновения, приводящего к изменению внутренней 

энергии; 2d   ‒ телесный угол. На основе уравнения (6) можно ввести время релаксации 

внутренней энергии [5, 9, 23] 

 int

int int

1 kn

mc



 , (7) 

тогда выражение для объемной вязкости примет следующий вид: 

 

22
int int

intV

ck Tn

m c c




 
  

 
 (8) 

Обычно в экспериментах вместо полного времени релаксации внутренней энергии из-

меряются времена релаксации вращательной rot  и колебательной vibr  энергии. Поэтому 

полезно выразить коэффициент объемной вязкости в терминах rot  и vibr . Для этой цели 

воспользуемся предположением Мэзона и Мончика [23], что столкновения с одновремен-

ным обменом вращательной и колебательной энергией редки, поэтому сечения столкнове-

ний для колебательных энергетических переходов не зависят от вращательных состояний и 

наоборот. Это позволяет расщепить интеграл в формуле (5) на два члена, связанных с вра-

щательной  
2rot  и колебательной  

2vibr  энергией. Заметим, что в приведенном вы-

ше предположении интеграл от произведения rot  и vibr  равен нулю. Тогда для инте-

гральных скобок будет верно, что int rot vibr    , а время релаксации внутренней энергии 

можно записать в виде  
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 int

int

rot vibr

rot vibr

c c c

  
   (9) 

Наконец, коэффициент объемной вязкости можно представить в следующем виде:  

 

2 12
int rot vibr

V rot vibr

c c ck Tn

m c


 


   

    
   

 (10) 

Стоит отметить, что в известной работе Крамера [17] коэффициент объемной вязкости 

разбивается на два независимых слагаемых 

 rot vibr    , (11) 

и каждый коэффициент выражается через соответствующее время релаксации 

 

22
rot rot rot

V rot

ck Tn

m c c




 
  

 
,          

22
vibr vibr vibr

V vibr

ck Tn

m c c




 
  

 
 (12) 

В следующем разделе мы сравниваем коэффициенты объемной вязкости, рассчитан-

ные по этим моделям. 

4. Результаты 

Обсудим сначала времена релаксации вращательной и колебательной энергии. Время 

вращательной релаксации вычисляется по модели Паркера [24] при условии, что rot  не за-

висит от колебательного спектра молекулы. Расчет времени колебательной релаксации в 

CO2 является более сложной задачей из-за множества релаксационных каналов. Имеющиеся 

экспериментальные данные существуют только для некоторых релаксационных процессов 

[25]. Для расчета общего времени колебательной релаксации мы предлагаем следующий 

алгоритм. Определим vibr  как результат всех столкновений, ведущих к изменению колеба-

тельной энергии 

  
21 2 vibr

vibr vibr

kn

mc
   (13) 

Предполагая, что сечения колебательных энергетических переходов не зависят от 

вращательных состояний, после некоторых преобразований получаем 

       
  

 
1 2

2 2
2 2 3 2 2

2
' ' int

i 1 1
exp d d

2

vibr vibr i ki k
ik

iki k

kkT

m kT kTZ

 
   


       

         
   

   (14) 

При расчете этого интеграла использовались следующие допущения: сечения колеба-

тельных энергетических переходов вычисляются как сечения упругих столкновений, умно-

женные на вероятности соответствующих переходов; упругие столкновения описываются с 

помощью модели твердых сфер. При таких предположениях мы получаем аналитическую 

формулу, зависящую от вероятностей перехода. Вероятности переходов VT2 и VVm k  вы-

числяются с использованием SSH-теории [26]. 

Так как число колебательных переходов в молекуле CO2 составляет около 10
6
 (см. 

[15]), то прямое суммирование требует значительных вычислительных усилий. Для предва-

рительных оценок времени релаксации учитываются все переходы VT2 и несколько VV пе-

реходов между низшими колебательными состояниями. Такое приближение обеспечивает 

быструю и эффективную качественную оценку времен колебательной релаксации. Отме-

тим, что поскольку дефект резонанса колебательной энергии при VV переходах мал, их 
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влияние на характерные времена и объемную вязкость оказывается малым; расчеты показа-

ли, что разница не превышает 0.1 %. Это подтвердило обоснованность сформулированного 

выше приближенного подхода. 

На рис. 1 время колебательной VT2 релаксации сравнивается со временем релаксации, 

измеренным экспериментально [25]. Времена даны как функции от 1 3T  . Для сравнения с 

результатами работы [25] из уравнения (13) исключались VV переходы, таким образом, мы 

получили 
2VT . Время колебательной VT2 релаксации по формулам (13), (14) считалось с 

учетом различного числа колебательных переходов и учитываемых колебательных уровней. 

Сравнение показывает, что при низких температурах (до 500 K) для корректного теоретиче-

ского расчета достаточно учитывать только нижние состояния; однако при T > 1000 K раз-

ница существенно увеличивается, и необходим учет всех возбужденных состояний. При 

низких температурах рассчитанные времена релаксации близки к измеренным. Интересно 

отметить, что если учитывать не все возможные колебательные состояния, то теоретическая 

зависимость времени VT2 релаксации от температуры становится немонотонной. Причем 

чем меньше уровней учитывается, тем раньше достигается минимальное значение 
2VT  и 

тем больше оно растет.  

 

Рис. 1. Характерные времена VT2 обменов. Сравнение результатов, получен-

ных методами кинетической теории с экспериментальными данными [25] 

На рис. 2 время вращательной и колебательной релаксации сравнивается с временем 

релаксации внутренней энергии, вычисленным с использованием уравнения (9). Можно за-

метить, что зависимость int  от температуры немонотонна. При низких температурах тем-

пературная зависимость int  аналогична температурной зависимости rot , тогда как vibr  

определяет поведение int  при высоких температурах. 
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Рис. 2. Характерные времена в CO2. Сравнение rot , vibr  и int , полученных 

методами кинетической теории 

Теперь рассмотрим коэффициент объемной вязкости. Чтобы сравнить наши результа-

ты с результатами Крамера [17], мы вычислили  , а также два независимых вклада rot  и
vibr по формулам (12) и их сумму (11). На рис. 3 мы сравниваем отношение  rot vibr   , 

полученное с использованием различных данных для времени колебательной релаксации. 

При T > 1000 K получаем очень хорошее совпадение с результатами Крамера. При низких 

температурах существует расхождение, вызванное использованием различных моделей для 

времен релаксации; результаты Крамера основаны на экспериментах Симпсона [27], тогда 

как мы используем как теоретическую формулу (13), так и эксперименты из [25].  

 

Рис. 3. Зависимость  rot vibr    от температуры в CO2 

Следует отметить, что в формулировке Крамера основной вклад в объемную вязкость 

при низких температурах дают колебательные степени свободы. Действительно, vibr  на 

несколько порядков больше, чем rot ; поэтому их сумма в основном не зависит от враща-

тельных степеней свободы. Однако если вычислить   с использованием точной формули-

ровки кинетической теории (10), то основную роль играют вращательные степени свободы. 

Это неудивительно, так как при низких температурах колебательные степени свободы мож-

но рассматривать как замороженные по сравнению с вращательными. Следует отметить, 
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что в случае rot vibr   колебательная релаксация не может быть описана в рамках одно-

температурной модели, предполагающей слабое отклонение от равновесия; медленные ре-

лаксационные процессы должны быть описаны с использованием релаксационных уравне-

ний, полученных в сильнонеравновесных условиях. 

На рис. 4 представлено отношение  , вычисленное с использованием моделей кине-

тической теории (10) при учете различного количества колебательных переходов. Кроме 

того, приведено отношение коэффициентов, вычисленное при условии замороженных ко-

лебательных степеней свободы с учетом только вращательного возбуждения. В противопо-

ложность результатам [17], отношение    не превосходит 5 при T = 2000 K. Видим, что 

при учете большего количества колебательных переходов рост отношения коэффициента 

объемной вязкости к сдвиговой замедляется, а при учете всех колебательных переходов 

   ведет себя немонотонно, достигая максимальной величины 3 при T ~ 1000 K. Колеба-

тельная релаксация заметно влияет на объемную вязкость в рассмотренном диапазоне тем-

ператур, однако ее вклад имеет тот же порядок, что вклад вращательной релаксации. При 

высоких и низких температурах вклад колебательных степеней свободы в объемную вяз-

кость уменьшается, и основную роль играют вращательные степени свободы.  

 

Рис. 4. Зависимость    от температуры в CO2 

4. Заключение 

Обсуждаются две модели для коэффициента объемной вязкости в углекислом газе: 

одна основана на методах точной кинетической теории, другая представляет коэффициент 

объемной вязкости в виде суммы независимых вкладов вращательных и колебательных 

степеней свободы. Последняя модель предсказывает, что при низких температурах отноше-

ние коэффициента объемной вязкости к сдвиговой в CO2 может достигать нескольких ты-

сяч. Показано, что применение последовательного теоретического подхода не позволяет 

разделить объемную вязкость на вращательные и колебательные вклады. Максимальное от-

ношение   , полученное при использовании точной модели, составляет около 3 при 

T = 1000 K; вклад колебательных степеней свободы (практически замороженных в низко-

температурных условиях) оказывается ниже по сравнению с вращательными. 
Другим важным результатом этой работы является общий алгоритм, разработанный 

для расчета времени колебательной релаксации с учетом возбуждения всех колебательных 

мод СО2 и множества каналов колебательной релаксации. Данный алгоритм может приме-
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няться в условиях, когда достоверные экспериментальные данные по времени релаксации 

отсутствуют в литературе.  
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