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Abstract 

The algorithm for the numerical solution of the quasistatic thermoelasticity problem in the 

domains of simple spatial forms is briefly described. The initial validation and verification of 

the developed numerical technique was performed. Some results of the solution of the qua-

sistatic thermoelasticity problem in the simplest structural elements of aircraft. 

Keywords: mathematical model, gas dynamics, boundary layer, effective length 

 

The distribution of displacements yU  [mm] in the Y-axis direction in a wedge-shaped shell 

(Inconel 617 alloy) blunt in the cylinder. The radius of blunting of the cylinder is R = 3.18 mm, 

the Mach number in the oncoming stream is M = 5.25. Solid lines indicate the outlines of the 

original undeformed body 

 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2018 Т.19 (4)     http://chemphys.edu.ru/issues/2018-19-4/articles/757/ 

 2 

УДК 629.73.075 

Численная методика расчета температурного 

поля и термонапряжений в элементах  

конструкций летательных аппаратов 

В.В. Кузенов
1,2

, В.В. Шумаев
2
, А.О. Добрынина

2
 

1
 Федеральное государственное унитарное предприятие «Всероссийский научно-

исследовательский институт автоматики им. Н.Л. Духова»,  

Россия, Москва, 127055, ул. Сущёвская, д.22 
2
 МГТУ им. Н.Э. Баумана, Россия, Москва, 105005, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1 

vik.kuzenov@gmail.com; chubchic@gmail.com 

Аннотация 

Кратко описан алгоритм численного решения квазистатической задачи термоупругости 

в областях простых пространственных форм. Выполнена первоначальная валидация и 

верификация разработанной численной методики. Приведены отдельные результаты 

решения квазистатической задачи термоупругости в простейших элементах конструк-

ций летательных аппаратов. 

Ключевые слова: математическая модель, газодинамика, пограничный слой, квазиста-

тическая задача термоупругости, эффективная длина 

1. Введение 

Одной из наиболее сложных задач аэротермодинамики является задача моделирова-

ния сопряженного теплообмена на поверхности высокоскоростного летательного аппарата 

(ЛА), а также расчет, возникающих вследствие этого термонапряжений в его конструкции. 

В этом случае движения ЛА пограничный слой можно рассматривать, как узкую простран-

ственную область, примыкающую к поверхности обтекаемого тела в которой происходит 

интенсивное выделение теплоты за счет процессов диссипации энергии. Процессы дисси-

пации сопровождаются сильным изменением теплофизических (плотность, давление, тем-

пература, вязкость, теплопроводность и т.д.), динамических свойств газа, тепловых пото-

ков, направленных к поверхности летательного аппарата, материала конструкции и рабочих 

характеристик. Однако, проведение реальных физических экспериментов в рассматривае-

мой области движения ЛА отличается высокой стоимостью, связано с множеством техноло-

гических и технических трудностей. Поэтому большое значение для оптимизации рабочих 

характеристик и конструкции летательного аппарата имеет математическое моделирование 

термонапряжений и теплофизических процессов в ЛА, а также вблизи его поверхности. 

Целью данной работы является разработка приближенного метода оценки термона-

пряжений в ЛА (или в их ключевых элементах: кромках корпуса и крыльев, носовом обте-

кателе) простой пространственной формы, например, в форме сферы, сопряженной с ци-

линдром. Математическая модель оценок, предназначенная для расчета термонапряжений в 

отдельных элементах конструкции летательных аппаратов, опирается на решение квазиста-

тической задачи термоупругости [1‒5]. Она включает в себя уравнения механического рав-

новесия линейно-упругой среды с учетом температурных напряжений (однако эта матема-

тическая модель не позволяет проводить полное описание термомеханических процессов, 

так как в ней отсутствует основные физические механизмы, учитывающие пластическое 

деформирование конструкционных материалов) и уравнение теплопроводности специаль-
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ного вида. Как правило, физическая область (в которой ищется решение) имеет криволи-

нейные границы, а их форма в процессе моделирования изменяются под действием тепло-

вых и механических нагрузок. Для решения задачи с такими пространственными границами 

расчетная область преобразуется к области, в которой возможно введение регулярной де-

картовой (структурированной) сетки. 

При оценке термонапряжений в ЛА вводятся следующие, упрощающие предположе-

ния:  

 принимается, что конструкционный материал является изотропной сплошной средой; 

 геометрия и теплонапряженное состояние конструкционного элемента ЛА описывает-

ся в двумерной (2D) постановке; 

 изначально задаются внешние механические (силы, поля давлений) и тепловые воз-

действия (конвективный и радиационный тепловые потоки); 

 считается, что скорость акустических волн в конструкционных элементах летательных 

аппаратов существенно больше скорости распространения в них тепловых волн. 

2. Математическая постановка задачи оценки термонапряжений в 

элементах конструкции летательных аппаратов 

Математическая постановка рассматриваемой задачи сводится к численному решению 

системы двумерных уравнений квазистатической термоупругости, которые позволяют оп-

ределить поля температур T  и перемещений U , компоненты тензоров напряжений ij  и 

деформаций ij  в конструкционных элементах ЛА [2‒8] 

           div grad grad div 3 2 grad 0TU U           , 

      0 03 2 div div gradT qc T U t
t




     


    


, (1) 

где , jt x  ‒ время и декартовы координаты; U  – вектор, описывающий перемещение точки 

тела; T  – температура тела; 0T  – исходная (начальная) температура тела; 0T T    – избы-

точная температура;   – плотность в теле; 0c   – теплоемкость при нулевой деформации; 

,   – коэффициенты Ляме; T  – коэффициент термического расширения. 
Граничные условия для температуры формулируются путем задания теплового потока 

на поверхности элемента конструкции ЛА 

 q i

i Г

T
q

x
 




 , 

где 0iT , iq  – заданные константы; символом Г обозначается поверхность ЛА. Механические 

граничные условия в виде напряжений задаются аналогично работе [3]. Начальные условия 

(для момента времени t = 0) определяются в виде изначально заданного пространственного 

распределения температуры T  и перемещений U . 

Граничные условия, необходимые для решения квазистатической задачи термоупру-

гости конечно-разностным методом, удобно реализуются, когда границы расчетной области 

  совпадают с координатными линиями в некой обобщенной системе координат ,    . 

При этом расчетная область   переходит в параметрическую область p  (например: в 

прямоугольник). 
Введем преобразование координат вида 

    , ,  ,r r z z       
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При известных в физическом пространстве координатах узлов сетки в расчетной об-

ласти ,     метрические коэффициенты в общем случае могут быть найдены путем числен-

ного дифференцирования по формулам 

 
 

 

,

,

r z r z r z
J

    
  
         
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 1
r

z
J  







,  1
r

z
J  

 





,  1
z

r
J  

 





,  1
z

r
J  







, 

где    , ,J r z     – якобиан перехода от цилиндрической системы координат ,r z  к 

криволинейной системе координат ,  .  

Использование в уравнениях линейной теории упругости и уравнение теплопроводно-

сти эйлеровых координат приводит к возможности построения экономичных, алгоритмиче-

ски простых разностных схем (за счет упрощения по сравнению лагранжевым подходом 

численной аппроксимации пространственных производных), дающих возможность сквоз-

ного расчета течений с сильными пространственными деформациями. 

Для поиска функций  ,r   ,  ,z    может быть использована система уравнений, 

полученная в работе [9]. Данные уравнения гарантируют, что найденные функции 

   , ,  ,r r z z      являются гладкими функциями координат ,  . Однако в некоторых 

случаях созданная таким образом расчетная сетка по тем или иным причинам может быть 

признана неудачной. В этой ситуации (вместе с дифференциальными способами) целесооб-

разно использовать аналитические алгебраические преобразования [10]. 

Система уравнений термоупругости (1) в векторной полудивергентной форме в про-

извольной криволинейной системе координат ,     имеет следующий вид: 

 0
F G I I W W

AU B B C C D D S
     

       
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     

 (2) 

Векторы, входящие в данную систему уравнений, записываются в следующем виде: 
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, 

где  , , ru r z t U ,  , , zr z t Uv  – проекции вектора перемещения  , ,U r z t  на оси r и z; 

r zU u    v , r zU u    v  – контравариантные компоненты вектора U , описывающего 

перемещения точки тела в криволинейной системе координат ,  ; 0   – соответствует 

плоскому и 1   – осесимметричному случаям деформаций. 

Теперь преобразуем, используя переход к криволинейной системе координат ,  , 

уравнение, связанное с переносом внутренней энергии процессом теплопроводности 
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, (3) 

где f S D   . 

3. Отдельные математические детали численного метода расчета  

При численной реализации уравнений (2), (3) в параметрической области p  вводит-

ся прямоугольная сетка  , ; 0, , 0,h j k j J k K     , h h  . Здесь 1j jh     , 

1 2 0.5j j h    , 1 2 0.5j j h    , 1k kh     , 1 2 0.5k k h    , 1 2 0.5k k h    . 

Численное решение системы уравнений (2), (3) осуществляется в два этапа. Сначала 

на первом этапе неявно разрешается уравнение теплопроводности специального вида (3). 

Затем на втором этапе находится решение уравнений термоупругости (2). 

При решении “тепловой” части двумерных уравнений квазистатической термоупруго-

сти, которые описывают перенос внутренней энергии процессом теплопроводности, приме-

няется следующая двухшаговая разностная схема (с использованием работы [11]) 
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h

   
    

  


  



    
, 

  , , nt t     , 
 2 2

q r zJ
F Jf





   



  
  


, 

 
   

 
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, 2

,
2
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c F O h h

h

   
    
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  


  



    
, 

 , ,
2

n t
t t   

 
   

 
, 

 2 2
q r zJ

F Jf




   



  
  


, 
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где n  – верхний индекс, относящийся к моменту “времени” t n t  , t  – шаг по “времени”; 

0c c J  ;  2 2
q r za J     ;  2 2

q r za J     . Данная разностная схема (вдоль простран-

ственных направлений ,  ) легко разрешается скалярной прогонкой. 

Для решения уравнений термоупругости 0AU   используем метод установления [12]. 

При этом шаг по “времени” t  найдем с помощью итерационного метода вариационного 

типа. Для этого определим вектор невязок  1 2,R R R  

  1, , , 1, ,1

nn n
j k j k j kR AU b  ,  2, , , 2, ,2

nn n
j k j k j kR AU b  ,    , 1, , 2, ,, 0, 0n n n

j m j k j kb b b  , 

 1, 1, 1, 1j J k K      

Введем скалярное произведение следующим образом [11]: 

      
1 1 1 1

1, , 1, , 2, , 2, ,

1 1 1 1

,
J K J K

j k j k j k j k

j k j k

a b a b h h a b h h   

   

   

   ,  

  , 1 2 ,
,j k

j k
a a a ,  , 1 2 ,

,j k
j k

b b b   

Будем минимизировать значение невязки , , ,j k j k j kR AU b  , используя модифициро-

ванный вариант итерационного метода вариационного типа – метод минимальных невязок 

[13]. В этом случае итерации следует проводить по формулам 

 1
, , ,

n n n
j k j k j kU U c tR    , 0.9c  , 

 
 

,

,

R AR
t

AR AR
    

При численной реализации метода минимальных невязок для аппроксимации произ-

водных от векторов , , ,F G I W  и переменных , ,u v  зададим на введенной выше сетке 

h h   следующее конечно-разностное представление производных [14]: 

 
   

 1 2, 1, , 1 2, , 1, 2

2
,

j k j k j k j k j k j k

j k

a g g a g gg
a O h

h


 

       
  

  
, 

, 1,

1 2,
2

j k j k

j k

a a
a






 , 

 
   

 1, 1, 1 1, 1 1, 1, 1 1, 1 2 2

,

,
4

j k j k j k j k j k j k

j k

a g g a g gg
a O h h

h h
 

  

             
  

  
 

Отметим, что для корректной работы описанного алгоритма необходимо: 

 после каждого расчетного шага (т.к. произошла деформация границ расчетной облас-

ти  ) осуществить перестроение расчетной сетки (например: с использованием мето-

да работы [9]); 

 затем произвести интерполяцию (с учетом выполнения законов сохранения и нужной 

степени гладкости решения, см. [15]) величин ( , , )U r z t  и ( , , ),r z t  известных на рас-

четной сетке в момент времени 
nt  на сетку, полученную после её перестроения. 

4. Некоторые результаты расчета  

Для проверки работоспособности сформулированной численной методики была ре-

шена группа тестовых задач. Во всех сериях расчетов использовалась система уравнений 

линейной теории упругости и уравнение теплопроводности в эйлеровых координатах. 

Первой тестовой (валидационной) задачей является нахождение равновесного термо-

деформируемого состояния стальной балки, которая с двух сторон закреплена с помощью 

неподвижных шарниров (рис. 1) и находится в однородном поле температуры 
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  0,T x y T T   (где 0T  – начальное значение температуры, T  – величина равномерного 

температурного нагрева). Решается только задача механики в заданном равномерно распре-

деленном температурном поле   0,T x y T T  . Точное решение плоской задачи теории 

термоупругости для прямоугольной полосы выглядит следующим образом [3]: 

  
 

 

cos
1

2 cos 2
y

xh
U x

l





 
  

 

, 
3

,
12

P Eh
D

D
   ,  

где h – высота балки; l – длина балки; E – модуль упругости первого рода. Сила реакции 

опор P вычисляется из уравнения 

 

 
2 2

2

sin

2 2 0
2 2 8

cos
2

ll
P l h l h P

tg T l
lh E D



  





                
 
 

, 

где α – коэффициент температурного расширения. 

 

Рис. 1. Схема тестовой задачи об изгибе равномерно нагретой 

закрепленной балки под действием температурных напряжений 

На рис. 2 приведены результаты (при h = 2.5 мм, l = 100 мм, E = 210
11 

Па, α = 1.210
‒5 

C
‒1

, 

T = 36 C) численного расчета первой тестовой задачи по определению прогиба равномер-

но нагретой закрепленной балки под действием температурных напряжений (максимальное 

значение относительной ошибки составило 2 %). X, мм 

Y, мм 

 
 

Рис. 2. Результаты численного расчета тестовой задачи по опре-

делению прогиба равномерно нагретой закрепленной балки под 

действием температурных напряжений 

Из систематических расчетов известно [16, 17], что конвективный тепловой поток wq  

вблизи передней критической точки можно определить с помощью формул ( R – радиус за-

тупления) 

X, мм 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2018 Т.19 (4)     http://chemphys.edu.ru/issues/2018-19-4/articles/757/ 

 8 

  4 1.08
01.93 10w wq V H H

R

 
    (в ламинарном случае); 

  
2 3 0.8

4 1.25
0 0.2

0

4.69 10 1 w
w w

T
q V H H

T R




 


 
    

 
 (в турбулентном случае), 

где wH  [Дж/кг], wT  [K] – энтальпия, температура на поверхности обтекаемого тела;  

0H  [Дж/кг], 0T  [K] – энтальпия, температура, взятые на внешней границе пограничного 

слоя;   [кг/м
3
], V  [м/с] – плотность и скорость невозмущенного натекающего на тело по-

тока; R [м] радиус тела в передней критической точке; wq  [Вт/м
2
] тепловой поток в перед-

ней критической точке. 

Из данных формул следует, что коэффициент теплоотдачи α в передней критической 

точке можно оценить с помощью соотношения 

 ~1 R  (в турбулентном случае 0.2~1 R )  

Поэтому при больших скоростях движения (M > 6) и, соответственно, больших темпе-

ратурах торможения при уменьшении радиуса затупления R  в критической точке резко 

возрастают (если не учитывать обратного воздействия на конвективный тепловой поток wq  

роста температуры wT  поверхности тела) значения конвективных и радиационных потоков. 

Данные формулы также демонстрируют заметное влияние на конвективный тепловой поток 

wq  температуры поверхности wT  элемента ЛА. 

Выполненные в данной работе расчеты (рис. 3‒10) позволяют провести оценку воз-

действия на конвективный тепловой поток wq  радиуса затупления R , геометрической фор-

мы, конструкционного материала и распределения температуры поверхности wT  элемента 

ЛА. 

Для валидации и верификации разработанной численной методики в качестве второй 

тестовой задачи были взяты данные работ [18, 19]. Геометрия (рис. 3‒5) тестирующей зада-

чи представляет собой 2D клинообразную оболочку (материал оболочки – сплав Inconel 617, 

длина клина 7.62 мм, толщина оболочки постоянна и равна 11 мм, угол раскрытия клина 6), 

затупленную по цилиндру (радиус затупления R = 3.18 мм). 

Y, мм 

 
Рис. 3. Распределение температуры Т [K] в клинообразной оболочке 

(сплав Inconel 617), затупленной по цилиндру. Радиус затупления ци-

линдра R = 3.18 мм, число Маха в набегающем потоке М = 5.25 

Конвективный поток тепла, поступающий на поверхность клинообразной оболочки, а 

также аэродинамические нагрузки, распределенные вдоль её поверхности, взяты из работ 

[18, 19]. Параметры потока воздуха, натекающего на элемент ЛА (кромки крыльев, носово-

го обтекателя), определяются числом Маха М = 5.25. Принимается, что стабилизация внут-

ренней энергии в элементе ЛА, который жестко заделан, осуществляется тепловым излуче-

нием. 

X, мм 
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Y, мм 

 
Рис. 4. Распределение перемещений xU  [мм] в направлении оси X в 

клинообразной оболочке (сплав Inconel 617), затупленной по цилинд-

ру. Радиус затупления цилиндра R = 3.18 мм, число Маха в набегаю-

щем потоке М = 5.25. Сплошными линиями указаны контуры исход-

ного недеформированного тела 

Y, мм 

 
Рис. 5. Распределение перемещений yU  [мм] в направлении оси Y в 

клинообразной оболочке (сплав Inconel 617), затупленной по цилинд-

ру. Радиус затупления цилиндра R = 3.18 мм, число Маха в набегаю-

щем потоке М = 5.25. Сплошными линиями указаны контуры исход-

ного недеформированного тела 

Результаты расчета равновесного термодеформируемого состояния, соответствующие 

второй тестовой задаче (рис. 3‒5), показывают: 

 максимальное значение относительной ошибки, как по распределению температуры, 

так и по значениям перемещений, составляет величину < 3 %; 

 имеется заметное изменение распределения температуры wT  вдоль поверхности эле-

мента ЛА 1100 3100wT   K; 

 перемещения xU  передней части элемента ЛА в направлении оси Х равны 2 мм в сто-

рону удлинения тела; 

 перемещения yU  передней части элемента ЛА в направлении оси Y: 0.25 мм – в ниж-

ней части тела, 0.5 мм – в верхней части тела; 

 радиус затупления R изменяется и достигает величины R = 2.10 мм (приводя к возрас-

танию конвективного потока тепла wq  на 23 %), что на 34 % меньше исходного радиу-

са R = 3.18 мм. 

Следующая задача состояла в нахождении распределения температуры T  и переме-

щений U  в элементе конструкции ЛА – в цилиндре, затупленном по сфере. При решении 

этой задачи была задана следующая геометрия элемента ЛА (сферическое затупление ра-

X, мм 

X, мм 
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диуса 1.27 см, длина цилиндра 10 см), а также конвективный поток тепла (рис. 6), падаю-

щий на поверхность рассматриваемого элемента. 

В качестве газодинамических расчетных данных в набегающем внешнем потоке, ис-

пользовались данные работы [20]: давление 30.23 10P  Па; плотность 50.178 10   г/см
3
; 

скорость 54.167 10V   см/с; температура T = 450 K. При этом температура поверхности 

элемента считалась постоянной и равной 300wT  K. Распределение плотности конвектив-

ного теплового потока вдоль обтекаемой некаталитической поверхности взято из работы 

[18] и показано на рис. 6. На рис. 7. приведено распределение температуры газа вдоль по-

верхности цилиндра, затупленного по сфере [21‒32]. Отметим, что указанные аэротермофи-

зические значения соответствуют гиперзвуковому режиму течения газа (М = 9.8). 

qw, Вт/см
2
 

2 4 6 8

50

100

150

200

250

300

350

F ram e 0 0 1  2 0 M ay 2 0 1 7 

 
         S, см 

Рис. 6. Распределение плотности конвективного теплового пото-

ка вдоль поверхности цилиндра затупленного по сфере [20]. Ра-

диус затупления R = 1.27 см 

-4 -2 0 2 4

1

2
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4
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3584
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Рис. 7. Распределение температуры Т [K] вдоль поверхности ци-

линдра, затупленного по сфере. Радиус затупления сферы 

R = 1.27 см, скорость набегающего потока V∞ = 4.17 км/с (число 

Маха М = 9.8, высота h = 22 км) 

R, cм 

Z, cм 
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При решении данной задачи так же, как и раньше принимается, что потери внутрен-

ней энергии элементом ЛА осуществляется только за счет теплового излучения. Сам эле-

мент ЛА (рис. 8‒10) выполнен из вольфрама и жестко заделан. 

На рис. 8‒10 приведены результаты расчетов, выполненных с помощью вышеприве-

денной методики для рассматриваемого элемента ЛА. 

 
R, см 

  
Z, мм 

Рис. 8. Распределение температуры Т [K] в затупленном по сфере цилиндре. 

Радиус затупления сферы R = 1.27 см, скорость набегающего потока 

V∞ = 4.17 км/с (число Маха М = 9.8, высота h = 22 км) 

R, см 

  

Рис. 9. Распределение перемещений xU  [мм] в направлении оси R в затуп-

ленном по сфере цилиндре. Радиус затупления сферы R = 1.27 см, скорость 

набегающего потока V∞ = 4.17 км/с (число Маха М = 9.8, высота h = 22 км) 

R, см 

  

Рис. 10. Распределение перемещений zU  [мм] в направлении оси Z в затуп-

ленном по сфере цилиндре. Радиус затупления сферы R = 1.27 см, скорость 

набегающего потока V∞ = 4.17 км/с (число Маха М = 9.8, высота h = 22 км) 

Z, мм 

Z, мм 
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Из приведенных графических зависимостей рис. 8‒10 следует: 

 распределение температуры поверхности 1500 2200wT   K, обтекаемого внешним по-

током элемента ЛА (вдоль образующей элемента ЛА), отличается от постоянного и 

существенно превышает температуру ( 300wT  K) поверхности элемента, принятую в 

качестве граничного условия при расчете аэротермодинамики ЛА; 

 радиус затупления R изменяется на 4.6 % (с R = 12.7 мм до значений R = 12.12 мм). При 

этом конвективный поток тепла wq  в передней критической точке за счет изменения 

радиуса кривизны R возрастает на 2.4 %. Однако, если учесть существенный рост тем-

пературы поверхности 2200wT  K, то изменение будет уже на уровне 10 20wq   %; 

 перемещения U  точек рассматриваемого сплошного элемента ЛА невелики и, в ос-

новном, концентрируются вблизи заделки; 

 конвективный тепловой поток (см. рис. 6), взятый из работы [20], должен быть скор-

ректирован на 70 % вдоль образующей цилиндра при учете решений уравнений квази-

статической термоупругости (из-за существенного повышения температуры в теле и 

на поверхности элемента ЛА). 

6. Заключение 

Сформулирована 2D расчетно-теоретическая методика, позволяющая находить реше-

ние системы уравнений термоупругости с граничными условиями общего вида. Проведена 

первоначальная валидация и верификация разработанной численной методики на основе 

тестовой задачи. Выполнено численное моделирование температурных полей и термона-

пряжений в простейших элементах конструкций летательных аппаратов (клинообразная 

оболочка, затупленная по цилиндру, цилиндр, затупленный по сфере). Из выполненных 

расчетов следует, что численное моделирование физических процессов, протекающих на 

поверхности (и в ближайшей окрестности) высокоскоростных летательных аппаратов, не-

обходимо проводить на основе комплексных, взаимно согласованных, сопряженных мате-

матических моделей аэротермодинамики, теплообмена и термопрочности. Отметим также, 

что кромки корпуса, крыльев и носового обтекателя корпуса целесообразно (в этом случае 

деформации будут минимальны) выполнять в виде цельной детали. 
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