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Abstract 

An approximate mathematical model of heat exchange processes in a laminar and turbulent 

boundary layer is constructed, which appears near the surface of an aircraft moving with hy-

personic velocity in the Earth's atmosphere. This mathematical model allows solving the prob-

lems of calculating convective heat transfer on the surface of a hypersonic aircraft of a com-

plex geometric shape. Testing calculations were carried out using the example of X-33 type 

HFA using unstructured grids. 
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Аннотация 

Построена приближенная математическая модель процессов теплообмена в ламинарном 

и турбулентном пограничном слое, который возникает вблизи поверхности летательно-

го аппарата, двигающегося с гиперзвуковой скоростью в атмосфере Земли. Эта матема-

тическая модель позволяет рассчитать конвективный теплообмен на поверхности гипер-

звукового летательного аппарата сложной геометрической формы. Выполнены 2D вари-

анты расчетов конвективных тепловых потоков для тел простых геометрических форм 

(отдельных элементов конструкции ГЛА), а также тестирующие расчеты на примере 

ГЛА типа X-33 с использованием неструктурированных сеток. 

Ключевые слова: математическая модель, газодинамика, пограничный слой, эффектив-

ная длина 

1. Введение 

При разработке конструкции гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА) возникает 

множество физических проблем, из которых выделим следующие две: влияние коэффици-

ента трения на процесс движения с гиперзвуковой скоростью, а также определение вязких 

касательных напряжений на поверхности обтекаемого тела при различных режимах тече-

ния; влияние конвективного потока на теплофизические характеристики потока, обтекаю-

щего тело, и определение внешних тепловых нагрузок на конструкцию гиперзвукового ле-

тательного аппарата.  

Обе указанные проблемы связаны с возникновением тепловых и динамических погра-

ничных слоев на внешней поверхности двигающегося в сплошной среде гиперзвукового 

летательного аппарата. Причем в случае движения летательного аппарата с гиперзвуковой 

скоростью градиенты скорости поперек пограничного слоя заметно возрастают (а вместе с 

ними и силы трения), если их сравнивать со случаем движения аппарата со сверхзвуковой 

скоростью. В узком (по сравнению с характерным размером обтекаемого тела) гиперзвуко-

вом пограничном слоя работа сил трения приводит к интенсивному энерговыделению, т.е. 

пограничный слой можно рассматривать, как узкую пространственную область, примы-

кающую к поверхности обтекаемого тела в которой происходит интенсивное выделение те-

плоты за счет процессов диссипации энергии. Эти процессы диссипации сопровождаются 

сильным изменением теплофизических (плотность, давление, температура, вязкость, тепло-

mailto:vik.kuzenov@gmail.com
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проводность и т.д.) и динамических свойств газа, а также тепловых потоков, направленных 

к поверхности летательного аппарата. Данные процессы в свою очередь требуют аналити-

ческого и численного анализа. 

Целью данной работы является разработка приближенного метода оценки конвектив-

ных тепловых потоков и коэффициента трения инженерными методами для тел сложной 

формы (рис. 1). 

 

Рис. 1. Геометрическая 3D модель поверхности ГЛА X-33 

Основная часть таких исследований опирается на математическую модель погранич-

ного слоя, которая была разработана академиком B.C. Авдуевским (метод эффективной 

длины) [1‒4, 15]. При этом используются модели ламинарного и турбулентного погранич-

ного слоя (вопросы ламинарно-турбулентного перехода в работе не рассматриваются.). 

Важно отметить, что расчёту тепловых потоков должен предшествовать расчёт внешнего 

течения. Определение внешних тепловых нагрузок является важным этапом при определе-

нии температурных режимов конструкции ГЛА. В настоящее время существует несколько 

подходов к расчету конвективного теплообмена вблизи поверхности гиперзвуковых аппа-

ратов. 

Первый подход заключается в численном интегрировании полной системы уравнений 

Навье ‒ Стокса. В этом случае решаются также задачи расчёта конвективного теплообмена 

на телах сложной формы [5, 6, 9, 10], причем и в отрывных зонах тоже. Результаты расчётов 

хорошо согласуются с результатами натурных экспериментов и результатами, полученны-

ми на ударных трубах. Данное направление развития вычислительной гидро- и газодинами-

ки является наиболее перспективным [5, 6, 9, 10]. Решение таких задач, как правило, требу-

ет больших затрат компьютерного времени. Результаты расчётов могут сильно зависеть от 

структуры расчётной сетки, размеров расчётной области, входных параметров, особенно-

стей алгоритма расчета. В силу вышеперечисленных причин использование системы урав-

нений Навье ‒ Стокса для оперативной первоначальной оценки тепловых потоков достаточ-

но проблематично.  

Второй способ расчёта тепловых потоков заключается в расчёте структуры погранич-

ного слоя на основе уравнений Прандтля [15]. При больших числах Рейнольдса 

(Rе > 10
4 

÷ 10
5
) и при отсутствии зон отрыва потока течение около тел можно разбить на две 

области: невязкую, основную по объему, течение в которой описывается уравнениями Эй-

лера, и пристеночный пограничный слой [1‒4, 15]. Можно дать следующую оценку толщи-

ны пограничного слоя:

 

5
U

 





, где   – динамическая вязкость газа;  – характерная 

длина обтекаемого объекта;   – характерная плотность газа; U  – характерная скорость на-

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D1%8F%D0%B7%D0%BA%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BB%D0%BE%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C


Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2017 Т.18(2)             http://chemphys.edu.ru/issues/2017-18-2/articles/689/ 

 4 

бегающего потока. Отсюда видно, что толщина пограничного слоя 
0.5

5

Re



  при 

5Re 10
U

 



 составляет небольшую часть характерного размера обтекаемого тела. Та-

ким образом, в первом приближении им можно пренебречь и получить невязкое поле тече-

ния в рамках системы уравнений Эйлера. Полученные газодинамические параметры на по-

верхности тела можно считать параметрами на внешней границе пограничного слоя. В ра-

боте [15] развиты методы расчёта плоского и трёхмерного пограничного слоя. Таким обра-

зом, задача разбивается на несколько этапов расчёта, задания граничных условий, сопряже-

ния расчётных сеток. Однако такой способ оценки тепловых потоков является тоже доста-

точно трудоёмким. 

Третий подход к оценке тепловых потоков предполагает определение основных ха-

рактеристик пограничного слоя без определения его структуры методами локального подо-

бия [1‒6]. Для пограничного слоя на поверхности сложной формы создаётся аналогия с те-

лом наиболее простой формы, например, пластины или конуса. При этом для каждого уча-

стка сложной поверхности подбираются геометрические параметры простых тел, законо-

мерности развития пограничного слоя на которых известны. Для определения тепловых по-

токов таким способом необходимо знать распределение газодинамических параметров на 

внешней границе пограничного слоя. Отметим, что такой подход применим только там, где 

работает модель тонкого пограничного слоя. В отрывных зонах такой метод может давать 

качественно неверный результат, т.к. отрыв потока имеет вязкую природу [1, 15]. В литера-

турных источниках подробно описаны методы и результаты оценки конвективных тепло-

вых потоков методами локального подобия [5, 9, 10, 15]. 

Резюмируя, отметим, что основными задачами данной работы по разработке прибли-

женного инженерного метода расчета конвективного теплообмена на поверхности ГЛА 

сложной геометрии являются: 

 разработка алгоритмов, которые позволяют определять (вдоль линий тока на неструк-

турированной и структурированной сетке) характеристики пограничного слоя мето-

дами локального подобия и которые дают возможность выполнять оценки тепловых 

потоков, коэффициента трения и исследовать аэродинамический нагрев на телах 

сложной геометрии; 

 оценка тепловых потоков в окрестности точки торможения; 

 верификация результатов тепловых расчётов, выполненных с помощью разработанно-

го метода на основе известных литературных данных [1‒45]. 

2. Математическая модель приближенного метода расчета тепловых 

потоков к поверхности ГЛА 

Академиком В.С. Авдуевским [1‒3] разработан метод эффективной длины, позво-

ляющий находить в каждой точке сложной поверхности ГЛА конвективный поток тепла 

,w Lq  и местный коэффициент трения fC  (суммарный коэффициент трения определяется 

путем интегрирования местного коэффициента по всей поверхности тела). Областью при-

менимости метода эффективной длины являются течения при относительно больших чис-

лах Рейнольдса (Re > 10
4 

÷ 10
5
). В этом случае справедлива модель тонкого пограничного 

слоя. Также следует отметить, что данный метод применим только в областях течения с ма-

лыми градиентами давления вдоль линии тока и при отсутствии зон отрыва. 

Согласно этому методу (для ламинарного потока) эффективная длина eff  определя-

ется (1) на поверхности ГЛА (здесь символ s  обозначает длину кривой вдоль линии тока) 

соотношением [16] 
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 (1) 

Под интегралом стоят переменные величины, изменяющиеся от начала образования 

пограничного слоя (критическая точка) до рассматриваемого сечения. Здесь  efR s  – соот-

ветственно метрический коэффициент – средний радиус кривизны (для не осесимметрично-

го тела), определяемый на основе соотношений дифференциальной геометрии [17] и слу-

жащий для учёта увеличения или уменьшения толщины пограничного слоя вследствие сте-

кания или растекания линий тока; 0 0 0 0 0, , ,M ,PrU   – плотность, скорость, местные числа 

Маха и Прандтля, взятые на внешней границе пограничного слоя в рассматриваемой точке 

линии тока координатой s ; ,w eT T  – температура поверхности обтекаемого тела и темпера-

тура теплоизолированной стенки (2) 

 
2

0 0 0

1
1 ,

2
eT T r M r Pr

  
   

 
, (2) 

где r  является коэффициентом восстановления температуры (он показывает, какая доля 

кинетической энергии внешнего потока затрачена на повышение теплосодержания газа у 

поверхности обтекаемого тела). 

Для ускоренных и слабо замедленных течений в выражение для эффективной длины 

эфx  вводится коэффициент 1K . Он учитывает влияние (3) продольного градиента скорости. 

Этот параметр близок к единице и зависит, в основном, от параметра градиента скорости и 

от температурного фактора [16] 
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1
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1
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K
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 (3) 

Коэффициент K  является фактором, учитывающим влияние сжимаемости (4) 

 

1 3
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K
 

 

 
  
 

 (4) 

Значение безразмерного градиента скорости m  следует из формулы (5) 

 0

0

Vx
m

V x





 (5) 

Определяющая температура T  имеет вид (6) 

    0 0.5 0.22w rT T T T T T
         ,   

 

2
0

0

2
r

p cp

V
T T r

C


  ,   0r Pr , (6) 

где  p cp
C


 – среднее значение теплоемкости, определенное в диапазоне температур 

,T T 
 

. Значение числа Стантона можно найти с помощью соотношения (7) 

  
1 2 1 2 2 3

0 10.332 1 Re Preff effSt m K K    (7) 
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В данном соотношении число Рейнольдса определяется следующей формулой (8): 

 
0

Re
w eff

eff

w

V


 , (8) 

где величины ,w w   берутся по температуре поверхности обтекаемого тела wT . 

Конвективный тепловой поток ,w Lq  в ламинарном случае (9) следует из соотношения 

[16] 

    , 0 0w L p e w effcp
q C V T T St


   (9) 

При наличии турбулентного режима (10) течения вблизи поверхности обтекаемого те-

ла можно воспользоваться следующей формулой для расчет эффективной длины eff : 

 

   

   

0.1375
0.5 1.255 4 2  0.7125 0.25 1.25

0 0 0 0 0 ,0

0

0.1375
0.5 1.255 4 2  0.7125 0.25 1.25

0 0 0 0 0 ,0

1
1 Pr

2

1
1 Pr

2

x

p w e e w

eff

p w e e w

П r M U C T T T T ds

П r M U C T T T T





   
    

     
   

    
     




 


 

, (10) 

где коэффициент восстановления температуры 3
0Prr  , а величина теплового потока оп-

ределяется формулой (11) 

    , 0 0w L p e w effcp
q C V T T St


  , 

0
Re

w eff

eff

w

V


  (11) 

В соотношениях (1) и (10) параметр П  принимает следующие значение: для цилинд-

рического случая в формуле (1) 2 2
efП R  и в формуле (10) 5 45 4

efП R ; в случае плоского 

течения 1efП R  .  

Значение числа Стантона для турбулентного режима можно найти с помощью соот-

ношения (12) 

 

0.4 0.11

0.57 2
0 00.2

1 1
0.0296 Pr 1

2Re

w
eff

eeff

T
St r M

T

    
    

  
 (12) 

Используя предположения работы [16], для переходной области течения число Стан-

тона effSt  можно определить (13) по формуле [18] 

  
 ,

, , , .

,

Re Re
exp  

Re

eff eff нп

eff eff турб eff турб x эф лам

eff нп

St St St St
 
    
  

 (13) 

Здесь величины , ,,eff турб eff ламSt St  определяются по формулам, приведенным выше по тек-

сту; ,Reeff нп  – число Рейнольдса начало перехода от ламинарного к турбулентному тече-

нию. Для условий течения 5 6Re 10 10eff    данная зависимость хорошо согласуется с опыт-

ными данными [18]. 

Существует также второй, близкий к выше изложенному, подход к определению кон-

вективных потоков тепла ,w Lq , ,w Tq   на поверхности ГЛА, основанный на интегральных со-
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отношениях теории пограничного слоя. Так согласно работам [19‒22] конвективные потоки 

,w Lq , ,w Tq  в пограничном слое, образующемся на поверхности тела при обтекании его ги-

перзвуковым потоком газа, могут быть определены с помощью формул [19‒22].  

В случае ламинарного течения имеем соотношения (14) 

 
   

, 0.6
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  (14) 

Для турбулентного течения (15) 
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 , (15) 

где Re ,ReL T  ‒ ламинарное и турбулентное числа Рейнольдса, рассчитанные по толщине 

потери импульса (обозначаемую символом ,L Tg ) в пограничном слое; 

2
T

T

  

 

  



 
  
 

  

данное соотношение может быть найдено либо по определяющей температуре T  , либо по 

определяющей энтальпии h ; модуль 2 2 2V V u w   v  вектора скорости V . Коэффи-

циенты 1 2 3, , ,m c c c  зависят от параметра N  и находятся по формулам 

 
2

1
m

N



,  

2

1

1

5

1
2

1

N
m

N N
c N

c N

   
      

,    
2

, ,12.67 6.5log Re 1.21 log ReL T L TN       , 

  2 11c m c  ,    3 1c m  ,   
1

4 3c c ,   5 2.2433 0.93c N    

Отметим, что при практическом использовании данных соотношений необходимо 

уметь с необходимой степенью точности рассчитывать интеграла вида: 2

0

d

S

V r s  
  ‒ ла-

минарный поток;   3

0

d

S
m cV r s  

  ‒ турбулентный поток, где s  ‒ расстояние вдоль линии 

тока по направлению потока на поверхности обтекаемого тела; r  ‒ расстояние (для осе-

симметричного случая) от оси x  до точки  , ,s x y z  на поверхности  , ,F x y z  обтекаемого 

тела или метрический коэффициент (локальный средний радиус кривизны поверхности 

ГЛА [17]). Расчет данных интегралов позволяет найти толщину потери импульса Lg , Tg , 
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которые имеют нулевое значение в точке торможения и которые нарастают по длине лета-

тельного аппарата (если считать, что расчет проводится от точки торможения). 

3. Расчет термодинамических параметров вдоль линии тока 

Определим термодинамические параметры, необходимые при расчете конвективных 

потоков (16) 

 
2

2
aw

r V
H H



  , Pr PC 


 , (16) 

Pr   число Прандтля; , ,V    плотность, динамическая вязкость, модуль скорости в пото-

ке на границе пограничного слоя; awH   адиабатическая энтальпия или энтальпия восста-

новления aw rH H ; wH   энтальпия, рассчитанная по температуре стенки; H   энтальпия 

на границе пограничного слоя; r   коэффициент восстановления, взятый для определяю-

щей температуры T   (известно, что коэффициент восстановления r  мало зависит от числа 

Маха и температуры невозмущенного потока [23]). 

Из опыта известно, что рассматриваемая зависимость для awH  хорошо аппроксимиру-

ется, если в неё ввести число Прандтля, найденное для определяющей температуры T   [23]: 

для ламинарного течения r Pr  , для турбулентного течения 
3

r Pr  . Здесь число 

Прандтля Pr
pC 



 



  находится при значении определяющей температуры T  , т.е. значе-

ния удельной теплоемкости pC , динамической вязкости   и теплопроводности   нахо-

дятся по величине T  . 

Термодинамические функции и кинетические параметры вычисляются в зависимости 

от определяющей температуры T   по формулам (17) 

 ,

n

T T

T T


 

 

   

   

   
    
   

 (17) 

Если газ состоит из атомов, то удельная теплоемкость (на единицу массы) равна (в 

этом случае существуют только три степени свободы для поступательного движения) 

 ,

3

2
jC kv , [Дж K

‒1
];  , j AC Nv , [Дж моль

‒1
 K

‒1
], 

где NA = 6.022  10
23

 моль
−1

 – число Авогадро. 

Когда газ состоит из двухатомных молекул (типа: N2, O2, H2), то у молекулы имеются 

3 поступательные, 2 вращательных степеней свободы ( 2 2i  ), 1 колебательная степень сво-

боды ( 3 1i  ). При этом колебательное движение многоатомных молекул заметно сложнее, 

чем колебательное движение двухатомных молекул: число колебательных степеней свобо-

ды составляет 3 6n  у нелинейных многоатомных молекул и 3 5n  у линейных много-

атомных молекул. В том случае, если температура газа заметно выше характеристической 

температуры, то вр, 2
2

j

k
C i , [Дж K

‒1
], а кл, 3jC i k , [Дж K

‒1
]. Величина ,p jC  находится с 

помощью соотношения: , ,p j jC C v . 

Более точным [24] способом аппроксимации термодинамических свойств индивиду-

альных химических компонентов является представление их полиномами вида (18) 

 2 1 2 2
1, 2, 3, 4, 5, 6, 6,lnj j j j j j j jФ x x x x x x              , 
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 2 1 2 3
2, 3, 4, 5, 6, 7,

d 1
2 2 3

d
j j j j j j

j

Ф
x x x x x

x x
       

      
 

, 

 
2

2 1 2 3
2, 3, 4, 6, 7,2 2

d 1
6 2 2 6

d
j j j j j

j

Ф
x x x x

x x
      

      
 

, 

3
8,

d
10 , Дж моль

d
j j

j

Ф
h xT

x


 
   

 
,  

  
2

2
p, 2

d d
2 , Дж моль K

d d
j

j j

Ф Ф
С x x

x x

  
    

   
, (18) 

где 0 101325P   Pa, 410x T    K. Константы аппроксимации в температурном диапазоне 

298 ÷ 20000 K представлены в [24]; j  – приведенная энергия Гиббса; ,

sN

p i p i

i

C Y C ; sN   

число химических компонентов смеси газов; iY   массовая доля i-го компонента смеси; 

, ,p i iC h   удельная теплоемкость при постоянном давлении, энтальпия и плотность i-го 

компонента смеси. Заметим, что при температурах в ударном слое выше ~ 10000 K пред-

почтительнее использовать иную формулировку термодинамической модели, разделив по-

ступательную, электронную, колебательную и вращательную составляющие полной и 

внутренней энергии. 

Полагая, что давление по толщине пограничного слоя не изменяется соотношение для 

плотностей можно получить (19) с использованием уравнения состояния [23] 

 
T

T

 

 

 


 , 

2

T

T

  

 

  



 
  
 

 (19) 

Относительную величину динамической вязкости 






 можно определить с помощью 

степенной зависимости вида (20) 

  , 0.5;1
T

T







 

 

 
  
 

 (20) 

Величина   зависит от выбранной модели взаимодействия молекул. Для модели 

гладких упругих шаров 0.5 , для модели Максвелла 1  . При этом при возрастании 

температуры T   величина   уменьшается. 

Эккерт Э.Р. [23] предложил формулу для определения эталонной определяющей тем-

пературы T  , которая дает удовлетворительные результаты до чисел Маха 15M  . Форму-

ла для эталонной температуры имеет вид (21) 

    0.5 0.22w rT T T T T T
          (21) 

При больших скоростях обтекания, когда в пограничном слое существенное значение 

имеют физико-химические превращения, в основу расчета следует положить определяю-

щую энтальпию h , по которой вычисляются другие определяющие параметры (22) 

    0.5 0.22w rh h h h h h
          (22) 
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Возможны и другие соотношения (23) для расчета определяющей энтальпии h  и 

адиабатической энтальпии awH  (по температуре восстановления rT ) 

    
 

2

,
2

p rcp

p cp

V
h h C T T T T r

C

  


      , (23) 

где  p cp
C


  среднее значение теплоемкости, определенное в диапазоне температур ,T T    , 

T  температура сплошной среды на границе пограничного слоя. 

4. Отдельные математические аспекты приближенного метода расчета 

тепловых потоков к поверхности ГЛА 

С вычислительной точки зрения всю выше изложенную методику расчета аэродина-

мического нагрева ГЛА сложной геометрической формы, можно представить в виде не-

скольких шагов: 

1) поиск точки торможения (критической точки) на поверхности ГЛА сложной гео-

метрической формы для произвольных условий обтекания; 

2) определение линии тока для любой точки на поверхности ГЛА (заданной с помо-

щью неструктурированной расчетной сетки), как по направлению потока, так и против на-

правления течения газовой среды. Формулировка алгоритма локализации положения точки 

на линии тока относительно 2D конечно - элементного разбиения поверхности ГЛА; 

3) нахождение метрических коэффициентов на основе соотношений дифференциаль-

ной геометрии [17]; 

4) расчет по направлению течения потока (вдоль найденной линии тока) с необходи-

мой для практических нужд степенью точности определенных интегралов, входящих в со-

отношения (1)‒(23);  

5) отдельный от основного способ расчета конвективного потока тепла вблизи крити-

ческой точки. 

Перед тем, как обсудить сформулированные пункты, напомним еще раз, что для опре-

деления конвективных тепловых потоков на основе приближенной физико-математической 

модели аэротермодинамики ГЛА необходимо вначале рассчитать (на основе трехмерных 

уравнений Эйлера) распределения газодинамических параметров ( , ,V P ) на внешней гра-

нице пограничного слоя, который располагается вблизи поверхности обтекаемого тела. 

Важным этапом численного моделирования конвективного теплообмена на поверхно-

сти ГЛА является генерация расчетной поверхностной сетки, которая производится с ис-

пользованием информации о геометрической 3D модели поверхности ГЛА (рис. 1). При 

этом заметную сложность представляет дискретизация составной поверхности, состоящей 

из NURBS сегментов, содержащих разрывы и сложные границы. Эта задача решается путем 

построения треугольной сетки на поверхности ГЛА, используя алгоритмы двумерной три-

ангуляции в сочетании с параметрическими отображениями. Таким образом, в трехмерном 

варианте приближенной физико-математической модели поверхность обтекаемого тела 

разбивается на множество треугольников – фасеток. Вершины фасеток называются узлами. 

Все фасетки однозначно сопряжены друг с другом через рёбра фасеток. Отсутствие дефек-

тов на триангулированной поверхности является важным условием для корректной работы 

алгоритма расчёта. Использование поверхностной неструктурированной сетки для оценок 

тепловых потоков на основе приближенной физико-математической модели позволяет ис-

следовать аэродинамический нагрев ГЛА сложных геометрических форм. Эта технология (в 

принципе) дает возможность не вводить общую криволинейную систему координат 

 , ,s n , связанную с геометрической формой обтекаемого тела, а газодинамические пара-
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метры задавать в своей собственной, независимой системе координат  , ,u sv  только для 

отдельной произвольной фасетки.  

Поиск точки торможения на поверхности ГЛА в данной методике основывается на 

нахождении точки экстремума статического давления и использует метод минимизации 

функции нескольких переменных: симплекс-метод или метод минимизации по заданным 

направлениям. 

Определение линии тока для произвольной точки на поверхности ГЛА базируется на 

численном (применяется явный метод Эйлера) решении векторного обыкновенного диффе-

ренциального уравнения (24) 

  
d

,
d

ss

X
V X t t X

t
   ,    , ,

T
X t x y z ,    , ,

T
V t u w v  (24) 

Здесь отметим, что для сохранения точности и корректной работы алгоритма шаг 

X , с которым восстанавливается линия тока, должен быть меньше характерного размера 

фасетки.  

Для поиска решения уравнения (24) в каждом узле расчетной поверхностной неструк-

турированной сетки необходимо задать газодинамические параметры потока: P  – давле-

ние; T  – температура и , ,u wv  – компоненты вектора скорости  V t . Предполагая, что яв-

ляются известными значения газодинамических параметров потока в центре тетраэдра, зна-

чения данных параметров в узлах сетки (фасетки) можно найти [25] с помощью консерва-

тивной линейной интерполяции (25) 

 
i i

P

i

FV
F

V




 (25) 

Здесь Fi – значение функции в центре i-го тетраэдра; Vi – его объем. Суммирование ведется 

по всем тетраэдрам, которые включают в себя вершину Р.  

Внутри фасетки все газодинамические параметры определяются линейной интерполя-

цией с использованием линейных базисных функций  i
jkN r :      

1

1

d

i i
j jk k

k

F r N r F r





 , здесь 

 jF r  – значения интерполируемого параметра, заданные в вершинах фасетки. 

Для двух пространственных переменных [25] в локальной системе координат  , ,u sv  

для произвольного 2D конечного элемента (фасетки) iC  с локальной нумерацией узлов 

(вершин) 1,3k   линейные базисные функции  i
jkN r  определяются соотношениями (26) 

    ,  i i i i i i
k k k k k m kmN r x y N r         (26) 

При заданном [25] разбиении (триангуляции) 2D поверхности обтекаемого тела на 

множество треугольников имеем на каждой фасетке три (равной числу узлов в фасетке) 

системы линейных алгебраических уравнений (27) 

 

, ,
1 1 1,

, ,
2 2 2,

, ,
3,3 3

1

1

1

i i i
k k

i i i
k k

i i i
kk

x y

x y

x y

 

 



 

 

 

    
    

    
          

 (27) 

Коэффициенты данной линейной формы вычисляются, как решения систем линейных 

алгебраических уравнений, определитель i  которых имеет вид (28) 
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, ,
1 1

, , , , , , , , , ,
2 2 2 1 3 1 3 1 2 1

, ,
3 3

1

1 , 1,3

1

i i

i i i i i i i i i i
i

i i

x y

x y x x y y x x y y k

x y

 

         

 

          (28) 

Для фасеток, имеющих конечную площадь, данная система однозначно разрешима и 

её решение можно найти методом Крамера [25] или подходящим численным методом.  

При расчете линии тока для произвольной точки на поверхности ГЛА необходимо 

выполнить формулировку алгоритма локализации положения произвольной точки, распола-

гающейся на линии тока относительно 2D конечно- элементного разбиения поверхности 

ГЛА. Эффективные процедуры для локализации линии тока на неструктурированной сетке, 

состоящей из треугольных элементов в случае двух пространственных измерений, и тетра-

эдров в трехмерном, приведены в работе [25]. Эти процедуры основываются на идеи после-

довательного поиска положения рассчитанной (для момента времени nt t ) по уравнению 

(24) точки линии тока в ближайших соседних ячейках после ее смещения из исходной фа-

сетки на очередном временном шаге nt t . Для этого используются локальные базисные 

функции  i
jkN r  (26), которые выполняют здесь роль локальных координат. При этом 

предполагается [25], что при заданном 2D конечно- элементном разбиении поверхности 

ГЛА в каждой фасетке вводится (29)‒(32) своя собственная, локальная система координат 

 , ,u sv , в которой для каждого из 2D элементов по координатам узлов (вершин) вычислены 

(с использованием систем (27)) локальные базисы i
kN . 

 

Рис. 2. Поиск положения линии тока в триангулированной области 

Сформулируем критерий локализации в фасетке, принадлежащей 2D конечно-элемен-

тному разбиению поверхности ГЛА, произвольной точки линии тока [25].  

Пусть центр точки на линии тока в момент времени nt  находится в точке n
ir C  

(здесь iC  обозначает произвольную фасетку на поверхности обтекаемого тела). В соответ-

ствии с определением линейных базисных функций для любых ir C  для всех 1,..., 1k d   
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базисные функции  0 1i
kN r  . Отсюда (рис. 2), если для 1n  момента времени 

1n nt t t    выполняются соотношения  1min 0i n
kN r    и  1max 1i n

kN r   , 1, 1k d  , то 

точка 1n
ir C   располагается в фасетке iC . Если же хотя бы для одного из узлов (вершин) 

 1min 0i n
kN r   , то точка 1nr   не располагается фасетке 1n

ir C  . Тогда в случае двух про-

странственных измерений [25], если 1n
ir C  , поиск следует продолжить в соседнем эле-

менте (рис. 2), противолежащем k-й вершине элемента iC , для которой 

   1 1min 0i n i n
kN r N r   . 

Сделаем несколько замечаний о переходе к собственной (связанной c 2D конечным 

элементом-фасеткой), локальной независимой (от исходной декартовой системы координат) 

системе координат  , ,u sv  для некоторой произвольной фасетки. Для такого перехода 

можно использовать матрицы 3-го порядка  T ,  xR ,  yR , углы Эйлера  , , и перенос 

исходной декартовой системы координат  , ,x y z  в "центр масс" фасетки  , ,m m mx y z .  

Для этого выполним следующую последовательность базовых преобразований (пол-

ное преобразование получается композицией базовых преобразований [26]):  

 перенос вектора V  в начало координат (преобразование  T ); 

 поворот оси Z  на угол   вокруг оси X  (преобразование  xR ); 

 поворот преобразованной системы координат вокруг оси Y  на угол   (преобразова-

ние  yR ).  

Перенос вектора V  в начало (29) локальной системы координат  , ,u sv  

  

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1m m m

T

x y z

 
 

  
 
   

 (29) 

Здесь символы , ,m m mx y z  обозначают координаты (в исходной декартовой системе коорди-

нат  , ,x y z ) геометрического "центра масс" фасетки. 

Поворот (30) оси z  на угол   вокруг оси x  исходной декартовой системы координат 

 ,  ,  x y z  

     2 2cos , sin ,
n m

d n m
d d

     , 

  
   
   

1 0 0 0

0 cos sin 0

0 sin cos 0

0 0 0 1

xR
 

 

 
 

  
 

  

 (30) 

Поворот (31) преобразованной системы координат вокруг оси y  на угол   

    cos , sind   , 

 

   

   

cos 0 sin 0

0 1 0 0

sin 0 cos 0

0 0 0 1

yR

 

 

 
 

       
  

 (31) 
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Результирующее линейное преобразование имеет следующий вид (32): 

         1    1 x yu s x y z T R R   v  (32) 

Здесь  , ,u sv   обозначают значения координат некоторой точки в фасетке в локальной, 

связанной с произвольной фасеткой системе координат;  , ,x y z   значение координат этой 

же точки в исходной декартовой системе координат.  

Заметим, что здесь вращение (на углы   и  ) осуществляется вокруг некоторой пря-

мой с направляющим вектором  , ,V m n , где 2 2 2 1m n   . 

Расчет интегралов, входящих в выражения (1)‒(23), требует нахождения метрических 

коэффициентов (локального среднего радиуса кривизны), входящих в подинтегральную 

функцию. Напомним основные положения, применяемые при нахождении локального 

среднего радиуса кривизны гладкой криволинейной поверхности [17].  

Пусть в трехмерном евклидовом пространстве задана локально гладкая или регуляр-

ная поверхность S. Такое задание возможно, если в свою очередь задано векторное соотно-

шение (33) 

 ( , ),   ( , )r r u u U V  v v  (33) 

Здесь ,U V  ‒ интервалы изменения переменных ,u v . Будем предполагать также, что для 

интервалов ,U V  существуют непрерывные производные ( , )ur r u u v , ( , )r r u v v v , 

которые удовлетворяют дополнительному условию вида:
 

0ur r v . Тогда на поверхности S 

можно задать кривую     , , ( , )r r u t t u U V  v v , ввести её дифференциал d d dur r u r  v v , 

а также вектор единичной нормали 
u

u

r r
N

r r






v

v

. При этом квадрат дифференциала длины 

дуги 2ds  определяет (34) первую основную квадратичную форму поверхности S [17] 

      
22 2 2d d , d 2 , d d , ds r E u u F u u G u   v v v v v , (34) 

где  

  
2 2 2

, u u

x y z
E u r r

u u u

       
         

       
v ,    , u

x x y y z z
F u r r

u u u

     
    

     
vv

v v v
, 

  
2 2 2

,
x y z

G u r r
       

         
       

v vv
v v v

 

Определим дифференциал единичной нормали выражением d d duN N u N  v v  и вве-

дем следующие обозначения [17]: 

  
 

2

, ,
,

uu u
u u

r r r
L u r N

EG F
   



v
v ,  

  
2

, ,
,

u u

u

r r r
M u r N

EG F

 
    



v v

vv ,     
 

2

, ,
,

ur r r
N u r N

EG F
   



vv v
v vv  

Тогда средний локальный радиус кривизны efR  можно найти [17] следующим образом (35): 

 
2

1 2 1
,  

2
ef

EN FM GL
K R

KEG F

 
 


 (35) 
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Отметим, что в том случае, когда поверхность S задана в трехмерном евклидовом 

пространстве с метрикой 2 2 2d d du s v , как график дифференцируемой функции 

 ,s f u v , соотношение (35) приобретает [28] следующую симметричную форму (36): 

 
   

 

2 2

3 2
2 2

1 - 2 11 1
,  

2 1

u vv u v uv v uu

ef

u v

f f f f f f f
K R

Kf f

  
 

 
 (36) 

Частные производные , , , ,u u uuf f f f fv v vv  входящие в соотношение (36), можно найти 

методом наименьших квадратов для функции  ,f u v , содержащей квадратичные слагаемые 

(37) и приближающей форму поверхности S в точке  ,u v  

        , ,j j u j jf u f u f u u f     vv v v v  

 
  

 
2 2

2 2

j j

uu u j j

u u
f f u u f

 
    v vv

v v
v v  (37) 

Применяя метод наименьших квадратов к выражению (37), можно сформулировать 

следующую систему линейных алгебраических уравнений (38) для нахождения производ-

ных  , , , ,
T

u uu uc f f f f f v v vv  

       
1 1

, ,
m m

kj k i j i k k i i j

i i

Pc Q P t t Q t f f  
 

      (38) 

где            2 2
, , , ,j j j j j j ju u u u u u       v v v v v v ,  , , , ,

T

u uu uc f f f f f v v vv . 

При практическом использовании соотношений (1)‒(23) следует также рассчитать ин-

тегралы вида: 2

0

d

S

V r s  
  ‒ ламинарный поток;   3

0

d

S
m cV r s  

  ‒ турбулентный поток. 

Значения данных интегралов необходимо получить в каждой точки (кроме точки торможе-

ния) поверхности ГЛА. Следуя выводам работы [27] можно считать, что наиболее предпоч-

тительным в данной ситуации является адаптивный метод Ньютона – Котеса, представляю-

щий собой семейство квадратурных формул, получаемых интегрированием интерполяци-

онных полиномов, построенных по равноудаленным узлам, а в качестве метода интерполя-

ции подинтегральной функции можно использовать кубическую сплайн интерполяцию [29]. 

При этом вблизи критической точки возможно (в ламинарном случае) приближенно опре-

делить значение интеграла 2

0

d

S

Vr s  
 . В этом случае подход основывается на следующих 

предположениях [20‒22]: во-первых, величины   и   не значительно изменяются вдоль 

линии тока и могут с хорошим приближением быть заменены их значениями в критической 

точке  
s

       ; во вторых величина модуля скорости V  (напомним, в критической 

точке 0sV  ) и энтальпии h  могут быть представлены линейной зависимостью: 

 d d
s

V V s s ,  d d
s

h h s s . Таким образом, параметр Lg  вблизи критической точки 

 s S   можно рассчитать приближенным способом (39): 

      
2

2 3 2 3 2

3

0 0 0

d d 1
d d d

d d 4

S S s

s s s
s s

sV h
Vh s s s V h s s V h

s s s

  


   



                 
     

   
    (39) 
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Предложенный выше алгоритм расчета тепловых потоков вблизи критической точки 

имеет особенность типа 
0

0
. По этой причине вблизи точки торможения (критической точки) 

предлагается воспользоваться (40) упрощенной формулой Фея и Риддела [30,31]: 

 

3.15

7

6
0

1
2.3 10

10
w

n

V
q

R




  

   
 

,  Вт/см
2
, (40) 

где 3
0 1.23 10   , г/см

3
. Либо следует применить прямое выражение (41), которое описы-

вает перенос энергии через неподвижный (вблизи критической точки) диссоцирующий газ с 

градиентами температуры T  и концентрации ic  [31]: 

 0
,w i i i i iq T D h c      , (41) 

где i   коэффициент теплопроводности i-го компонента смеси; ,T   плотность и темпе-

ратура сплошной среды на границе пограничного слоя; 0
ih   удельная энергия диссоциации 

на единицу массы i-го компонента смеси; iD   коэффициент диффузии i-го компонента 

смеси; ic    массовая доля i-го компонента смеси. 

Приведем один из способов расчета аэродинамических коэффициентов сил, дейст-

вующих на ГЛА. Пусть на единичный элемент dS  поверхности S действует сила давления 

d pF , направленная по нормали n  к поверхности S. Эта сила может быть найдена с помо-

щью выражения:  d dpF P P n S  . Тогда аэродинамический коэффициент давления pC  

можно найти с помощью формулы 

  

 

2 2

1
d

2 2

midp mid S
p

P P n S
SF S

C
V V 



   



 


,  

где midS   площадь миделя ГЛА; , ,P V     плотность, давление и скорость в невозму-

щенном, набегающем на ГЛА газовом потоке. 

Значения компонент аэродинамического коэффициента pC  в осевом pxC  и попереч-

ном pyC  направлениях получаются с помощью проецирования нормали n  к регулярной по-

верхности S на направляющие векторы ортов ,x ye e  декартовой системы координат , ,X Y Z : 

 

  
2

1
d

2

x

mid S
px

P P ne S
S

C
V



 






, 

  
2

1
d

2

y
mid S

py

P P ne S
S

C
V



 






, 

где ,x ye e   направляющие векторы ортов декартовой системы координат , ,X Y Z .  

При вязком обтекании ГЛА (и соответствующем вязком расчете) на единичный эле-

мент dS  поверхности S действует сила трения d fF , направленная вдоль касательной к по-

верхности ГЛА коллинеарно вектору скорости. Эту силу можно найти следующим образом: 

d df wF V S , где w  − напряжение трения, определяемое вязкими силами, V  – единичный 

вектор, касательный к поверхности S. Тогда коэффициенты поверхностного трения f xC , 

f yC  записываются следующим способом: 

 

 
2

1
d

2

x w

mid S
fx

Ve S
S

C
V



 




,    

 
2

1
d
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y w
mid S
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Ve S
S

C
V
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Суммарные аэродинамические коэффициенты xC , yC  можно представить так 

 x px fxC C C  ,   y py fyC C C   

При движении ГЛА под углом атаки   аэродинамические коэффициенты определя-

ются формулами 

 cos sin ,  sin cosxa x y ya x yC C C C C C         

Здесь xaC  – аэродинамический коэффициент силы лобового сопротивления, yaC   – аэ-

родинамический коэффициент подъемной силы. 

5. Некоторые результаты расчета  

Процесс валидации и верификации, сформулированной выше инженерно-физико-ма-

тематической модели теплообмена вблизи поверхности ГЛА, можно разбить на несколько 

этапов: 

 2D тестирование разработанной инженерно-физико-математической модели (1)‒(23) и 

численного метода решения уравнений Эйлера с использованием тел простых геомет-

рических форм; 

 3D валидация и верификация, разработанной методики (1)‒(23), на примере ГЛА 

сложной геометрической формы с использованием неструктурированных сеток. 

Для 2D тестирования, разработанной инженерно-физико-математической методики 

ГЛА (1)‒(23), здесь используется следующий набор тел простых геометрических форм (от-

дельных элементов конструкции ГЛА):  

 клин, сопряженный с пластиной;  

 конус, сопряженный с цилиндром; 

 цилиндр, сопряженный с пластиной; 

 конус затупленный по cфере и сопряженный с цилиндром; 

 гиперзвуковое обтекании затупленных осесимметричных тел (в этом случае можно 

использовать расчетные и экспериментальные данные работы [32]). 

При 2D тестировании поиск решения, соответствующего высокотемпературному ге-

терогенному течению газа вблизи поверхности ГЛА, можно проводить на основе решения 

нестационарных двумерных одножидкостных (однотемпературных) уравнений Рейнольдса, 

замкнутых с помощью RANS ( q   модель Кокли) моделей турбулентности, с учетом про-

цессов диффузии и теплопроводности [33]. Частным случаем такой системы уравнений яв-

ляется система уравнений Эйлера. Расчетная область включает в себя поле течения в не-

возмущенном потоке, за фронтом ударной волны, в следе за обтекаемым телом. Процедура 

численного решения уравнений Эйлера с помощью нелинейной квазимонотонной компакт-

но-полиномиальной разностной схемы повышенного порядка точности описана в работе 

[34] и состоит из трех этапов: 

 интегрирования уравнений относительно временной переменной t  и перехода на но-

вый временной слой t t  ; 

 реконструкция значений переменных на гранях расчетных ячеек из значений в цен-

трах ячеек; 

 вычисление численных потоков через грани расчетных ячеек путем точного или при-

ближенного решения задачи о распаде разрыва (или её аналога) между значениями на 

двух (противоположных) сторонах каждой грани. 

Для 2D тестирования численного метода решения уравнений Эйлера использовались 

следующие параметры потока воздуха, натекающего на тело простой геометрической 

формы: 
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Давление в натекающем потоке P = 2060
 

Па 

Скорость в натекающем потоке V = 1860 м/c 

Температура в натекающем потоке Т = 223 K 

Число Маха в натекающем потоке М = 6 

Состав, натекающего на тело газа Air 

Высота от поверхности Земли H = 25 км  

Все газодинамические характеристики за плоским или коническим скачком уплотне-

ния (рассматривается обтекание клина, сопряженный с пластиной или конуса, сопряженно-

го с цилиндром), определяются [1] (при заданном числе Маха невозмущенного потока газа 

M ) углом раствора клина или конуса  , обтекаемого сверхзвуковым потоком газа, и уг-

лом наклона   фронта ударной волны (рис.1).  

В плоском случае [1] зная угол   (рис. 3) можно определить число Маха ,nM , кото-

рое рассчитывается по нормальной (к фронту ударной волны) компоненте скорости. Данное 

значение числа Маха ,nM  позволяет найти значения всех газодинамических переменных  

за фронтом ударной волны.  

 

Фронт ударной волны , ,w p T    

  
  

 

Рис. 3. Схема расположения фронта ударной волны отно-

сительно клина или конуса в случае сверхзвукового тече-

ния газа при нулевом угле атаки 

В случае сверхзвукового обтекания конуса [35] для 2D тестировании численного ме-

тода решения уравнений Эйлера можно воспользоваться графической зависимостью угла 

наклона β ударной волны от угла отклонения  сверхзвукового потока газа при разных значе-

ниях числа M . Отметим здесь также, что ввиду того что толщина скачка уплотнения 

очень мала формулы для расчета газодинамических параметров за фронтом плоскопарал-

лельного косого скачка ( 2 2 2, ,P P w w     и т.д.) применимы и к расчету параметров за 

осесимметричной ударной волной (пространственные эффекты поперек фронта УВ малы). 

Из анализа графических зависимостей, показанных на рис. 4 и рис. 5, следует, что по-

грешности в отклонении угла наклона β ударной волны составляет величину 1% , а в газо-

динамических величинах порядка 3 %. 

Вторая группа 2D тестов численного метода решения уравнений Эйлера основывается 

на расчете и сравнении [14, 36‒40] векторных и скалярных полей газодинамических пара-

метров, оценке отхода ударной волны  , величины радиуса кривизны ударной волны sR  на 

оси симметрии для сферы (рис. 7) или цилиндра (рис. 6). Сравнение проводилось для случая 

обтекания цилиндра (рис. 6), сопряженного с пластиной, и сферы (рис. 7), сопряженной ци-

линдром, потоком равновесно-диссоциирующего воздуха или совершенного газа для широ-

кого диапазона условий при числах Маха M 6 . Это сравнение показало, что по газодина-

мическим характеристикам величина ошибка составляет 5 %; ошибка в отходе   и в кри-

визне sR  ударной волны составляет соответственно 9 % и 8.5 %. 
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Рис. 4. Распределение температуры при обтекании острого клина 

 

Рис. 5. Распределение температуры при обтекании острого конуса 

 

Рис. 6. Распределение температуры при обтекании цилиндра, сопряженного с пластиной 
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Рис. 7. Распределение температуры при обтекании сферы, сопряженной цилиндром 

Для целей 2D валидации и верификации математической модели теплообмена (1)‒(23) 

при гиперзвуковом обтекании затупленных осесимметричных тел использовались расчет-

ные и экспериментальные данные, приведенные в работе [32]. Исходные данные для вы-

полненных в работе [32] расчетов указаны в таблицах 1 и 2. Данные расчеты выполнены 

для чисел Маха M 6 20   и высот полета 22h   км и 37h   км в атмосфере Земли. 

Таблица 1 

Параметры воздушной атмосферы 

Параметр Значение Значение Размерность 

Высота полета 22 37 км 

Давление набегающего потока 0.405  10
5
 0.433  10

4
 Эрг/см

3
(Тор) 

Температура набегающего потока 219 242 K 

Плотность 0.645  10
‒4

 0.624  10
‒5

 г/см
3
 

Скорость звука 0.296  10
5
 0.312  10

5
 м/с 

Частота столкновений 0.317  10
9
 0.323  10

8
 1/с 

Длина свободного пробега 0.126  10
‒3

 0.13  10
‒2

 см 

Таблица 2 

Исходные данные для расчетов обтекания сферически затупленного цилиндра 

Параметр Вариант № 1 Вариант № 2 Размерность 

P∞ 0.23  10
4
 0.23  10

5
 Эрг/см

3
(Тор) 

ρ∞ 0.178  10
-5

 0.433  10
-4

 г/см
3
 

V∞ 4.167  10
5
 4.167  10

5
 см/с 

T∞ 450 450 K 

На рис. 8 (высота 22h  км) в левой стороне показаны результаты расчетов плотности 

конвективного потока тепла wq  по однотемпературной модели кинетики диссоциации [32], 

а в правой стороне рисунка приведены плотности конвективного потока тепла wq , полу-

ченные по методике (1)‒(23). На рис. 9 (высота 37h  км) приведены плотности конвектив-

ных тепловых потоков в критической точке затупленного по сфере цилиндра для условий 

термического равновесия, а также для условий учета влияния колебательной релаксации на 

диссоциацию (левая часть рисунка [32]), в правой части рисунка результаты данной работы. 
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wq , Вт/см
2 
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2 
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б 

Рис. 8. Плотность конвективных тепловых потоков в критической точке затупленного по сфере 

цилиндра (радиус затупления 0.66R   см) при нулевом угле атаки для высоты полета 22h км.  

а) Результаты, приведенные в работе [32].  б) Результаты, полученные в данной работе 

wq , Вт/см
2 

 
V , м/c 

a 

wq , Вт/см
2 

 
V , м/c 

б 

Рис. 9. Плотность конвективных тепловых потоков в критической точке затупленного по сфере 

цилиндра (радиус затупления 0.66R  см) при нулевом угле атаки для высоты полета 37h км.  

а) Результаты, приведенные в работе [32].  б) Результаты, полученные в данной работе 

По данным графических зависимостей (рис. 8 и 9) можно сделать следующую оценку 

погрешности расчета конвективного потока тепла wq : 37 %  22h   км и 22 %  37h  км. 

Распределения плотностей конвективных тепловых потоков wq , вдоль обтекаемой не-

каталитической поверхности затупленного по сфере цилиндра показаны на рис. 10 (вариант 

1). Здесь на рис. 10 кривые с точками соответствуют результатам, приведенным в работе 

[32], а сплошные линии получены по разработанной приближенной инженерной методике 

расчета конвективного теплообмена. Из данных графических зависимостей (рис.10) следу-

ет, что для радиуса затупления 1.27R см (красный цвет кривой) распределение плотности 

конвективного теплового потока wq , вдоль поверхности цилиндра затупленного по сфере в 

среднем имеет ошибку 20 %.  
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Более заметные расхождения в расчетах плотности конвективного теплового потока 

wq , приведенных на рис. 10 (зеленый цвет кривой), наблюдаются для радиуса затупления 

5.08R  см. 

Кроме этого были выполнены начальные, тестирующие расчеты на примере ГЛА типа 

X-33 с использованием неструктурированных сеток и вычислительного кода NERAT 3D, 

разработанного и предоставленного авторам академиком РАН С.Т. Суржиковым. Для этого 

с помощью системы автоматизированного проектирования SolidWorks [41] сотрудником 

ФГУП «ВНИИА им. Н.Л. Духова» Сандряном Т.С. была построена геометрическая 3D мо-

дель поверхности ГЛА X-33, которая показана на рис. 1.  

wq , Вт/см
2 

S [cm]

q
[W

/c
m

2
]

0 2 4 6 8
0

100

200

300

400

500

600

 
S, cм 

Рис. 10. Распределение плотности конвективного теплового по-

тока вдоль поверхности цилиндра, затупленного по сфере. Ра-

диусы затупления 1.27R см, 5.08R  см (вариант № 1). Нека-

талитическая поверхность ( M 9.8 )  

Расчеты были выполнены на компьютере с 4 ядерным процессором Intel i7-4720HQ 

2600МГц / 16384МБ, время одного расчета в параллельной (OpenMP) версии программы 4 

часа 30 мин. При этом характеристики расчетной сетки были следующие: число тетраэдров 

2031575, число узлов в объемной сетке 374835, число фасеток на поверхности 118284. 

При 3D тестировании использовались следующие параметры потока воздуха, нате-

кающего на ГЛА Х-33: 

Давление в натекающем потоке P = 1120
 

Па 

Скорость в натекающем потоке V = 945 м/c 

Температура в натекающем потоке Т = 62.1 K 

Число Маха в натекающем потоке М = 6 

Состав, натекающего на тело газа Air 

Высота от поверхности Земли H = 25 км  

В выполненных расчетах варьировался также угол натекания (от 0 до 20 градусов) на-

бегающего потока воздуха (угол атаки).  

На рис. 11‒14 показаны отдельные результаты расчета с использованием приближен-

ной математической модели процессов теплообмена для летательного аппарата типа ГЛА 

Х-33. 
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Рис. 11. Распределение числа Рейнольдса вдоль поверхности летательного 

аппарата типа ГЛА Х-33 

 

Рис. 12. Распределение среднего радиуса кривизны e fR  [cм] поверхности 

летательного аппарата типа ГЛА Х-33 



Физико-химическая кинетика в газовой динамике 2017 Т.18(2)             http://chemphys.edu.ru/issues/2017-18-2/articles/689/ 

 24 

 

Рис. 13. Распределение температуры T  [K] вдоль поверхности летательного 

аппарата типа ГЛА Х-33 

Z

X Y

Q_KONV: 0.1 1 5 10 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

 

Рис. 14. Распределение конвективного теплового потока wq  [кВт/м
2
] вдоль 

поверхности летательного аппарата типа ГЛА Х-33 
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Из распределения числа Рейнольдса (полученного с помощью понятия эффективной 

длины, формулы (8) и (11)) вдоль поверхности летательного аппарата (рис. 11) следует, что 

переход к турбулентному режиму течения наблюдается практически сразу (ламинарная об-

ласть течения имеется лишь вблизи передней критической точки) за головной частью аппа-

рата. Можно отметить также, что распределение температуры вдоль поверхности летатель-

ного аппарата типа ГЛА Х-33 (рис. 13) имеет максимум (он наблюдается и для статического 

давления) в точке торможения (здесь температура близка к 500T  K). При этом основная 

часть газа вблизи поверхности ГЛА X-33 имеет пониженную температуру на уровне 

150T  K. 

Наибольшая интенсивности конвективного нагрева, предсказываемая расчетами 

(рис. 14), имеется вблизи точки торможения набегающего потока воздуха и уровень её зна-

чения составляет величину 240wq   [кВт/м
2
].  

С использованием выше изложенной методики были рассчитаны также значения аэ-

родинамических коэффициентов в осевом 0.1055pxC   и поперечном 0.3789pyC   направ-

лениях. 

6. Заключение 

Разработана приближенная математическая модель процессов теплообмена в лами-

нарном и турбулентном пограничном слое, который создается вблизи поверхности лета-

тельного аппарата, двигающегося с гиперзвуковой скоростью в атмосфере Земли. В разра-

ботанной методике для оценки конвективных тепловых потоков применяется поверхност-

ная треугольная неструктурированная расчетная сетка. Это позволяет исследовать аэроди-

намический нагрев (конвективный теплообмен) ГЛА сложной геометрической формы. Раз-

работанная вычислительная технология не вводит общую криволинейную систему коорди-

нат для описания геометрии обтекаемого тела и газодинамических параметров на его по-

верхности, что дает возможность получать значения тепловых параметров в каждой ячейке 

отдельно в своей собственной, независимой системе координат. На основе, разработанной 

математической модели выполнены 2D варианты расчетов конвективных тепловых потоков 

для тел простых геометрических форм (отдельных элементов конструкции ГЛА), а также 

тестирующие расчеты на примере ГЛА типа X-33 с использованием неструктурированной 

сетки. 
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